
Kacik olimpijski (14)

Rozwiazanie zadania M 761.

Przecinajac sfery a, b i c

plaszczyzna ADC st.wierdzamy,

na lTIOCY zadania M 759) iz nlaja

w t.ej plaszczyznie punkt wspólny X.

Analogicznie sfery a, b i ci maja

w plaszczyznie AD D punkt wspólny Y,

natomiast sfery a, (' i et maja

w plaszczyznie ACD punkt wspólny ~V.

Punkty A, e, F, E, X, Y i W leza na

sferze a. Ponadto punkty A, e,F i y sa

wspólplaszczyznowe, podobnie - punkty

A, E, F, ~V i punkty A, G, E, X. Na mocy

zarlania M 760 okr~gl eXY, XEW
i y FW maja na sferze a punkt wspólny.

Ponie\ivaz okregi te zawieraja sie w sferach

b, c i d, odpowiednio) punkt ten nalezy

do wszystkich czterech sfer) co kOI1czy

dowód.

Rozwiazanie zadania F 419. Szukamy

rozwiazania równania przewodnictwa

cieplnego:

&T &2T- a--
&t [}x2

z periodycznym warunkielTI

brzegowym: T(U, t) = Tocoswt, gdzie

w = 1,99 10-7 S-l jest czestoscia obiegu

Zienli wokól Slorlca. Rozwiazanie ma

postac

T(x,t)=Toexp (-jf;x) X

gdzie To jest. amplituda zmian

temperatury na powierzchni

Ziemi; Tr = exp ( - ~3:), a jest
wspólczyn l1ikie111 przewodnictwa

temperaturowego) szukane zas opóznienie

wynosI

l jf; l To
ó = - -x = -In - :;::,117dni.

w 2a uJ Tx

,V rozwiazaniu nie uwzglednilismy

mozliwosci zamarzania wody gruntowej

(tajania lodu), co wymagaloby

lTIodyfikacji równania przewodnictwa.

Uzyskany wynik jest jednak realistyczny.

Aby to sprawdzic, mozna obliczyc

wspólczynnik przewodnictwa

telnperaturowego

wx2 -3 cm::!
a = --~T- :;::,3,92 la -- .

2102 ~ s

EksperYlnentalnie' zmierzone

wartosci tego wspólczynnika

maja c1la kilku substancji

nastepujace wartosci (w cm2/s):

bazalt: a = 6,77 10-';
granit: a = 1,4.10-3 c10 6.10-3;
piasek: a = 1,44 10-'.

Rozwiazania kolorami

Redaktor naczelny Delty opowiadal kiedys, ze po pól roku istnienia czasopisma

"na Zjezdzie PTM urzadzono awanture, ze Delta jest zbyt efektowna i jacys

glupcy mogaja kupowac dlatego, ze ma kolorowe okladki, i ze to jest niedobrze.

W obrone wziela wtedy Delte profesor Krygawska, która zaczela wystapienie od

zdania, ze matematyka jest kolorowa". Kolorowa matematyka moze sie przydac

przy rozwiazywaniu rozmaitych problemów i zadan, takze olimpijskich. I nie

chodzi tylko o to, ze rysunek zrobiony za pomoca kilku kolorów jest bardziej

czytelny, Kolory pomóc moga przy lepszym zredagowaniu pracy, ulatwic

albo wrecz umozliwic rozwiazanie. N a przyklad: kwadrat o boku dlugosci n

(n jest liczba parzysta) dzielimy na kwadraty jednostkowe, wycinamy dwa

przeciwlegle narozne kwadraty; czy powstala figure mozna pokryc prostokatami

wymiaru 2 xl? Odpowiedz sie nasuwa, gdy duzy kwadrat pomalujemy tak,

jak szachownice, bo kazdy prostokat pokryje jedno pole biale i jedno czarne ...

Takich zadan jest wiecej; ponizsze (czasem troche inaczej sformulowane)

pojawily sie na polskich Olimpiadach Matematycznych. Dla chcacych powalczyc

z tymi zadaniami podaje tylko wskazówki; moim zdaniem, gdy z rozwiazaniem

zadania (w szczególnosci olimpijskiego) ma sie klopoty, wskazówka rozwija

umysl lepiej niz przeczytanie rozwiazania,

1. Ze zbioru punktów kratowych (tzn. o obu wspólrzednych calkowitych)

na plaszczyznie usuwamy te, których obie wspólrzedne sa podzielne przez 4.

U dowodnic, ze pozostalych punktów nie mozna tak polaczyc w pary,

by odleglosc punktów kazdej pary byla równa 1.

Wskazówka: Punkty kratowe mozna utozsamic z polami "nieskonczonej

szachownicy" (kazdy z punktów na srodku pola). Jakiego koloru sa wyrzucone

punkty?

2. Kazde trzy z szesciu danych punktów plaszczyzny sa wierzcholkami trójkata

o bokach róznej dlugosci. Udowodnic, ze naj krótszy bok jednego z trójkatów jest

jednoczesnie najdluzszym bokiem innego.

Wskazówka: Te odcinki, które sa najkrótszymi bokami pewnego z trójkatów,

pomalujmy na czerwono, a pozostale na zielono. Kazdy trójkat ma przynajmniej

jeden czerwony bok; wykazemy, ze istnieje taki, który ma ich trzy. Trzy z pieciu

odcinków wychodzacych z jednego z punktów sa tego samego koloru. , .

3. W turnieju szachowym uczestniczy 66 osób, kazdy z kazdym rozgrywa jedna

partie, rozgrywki odbywaja sie w czterech miastach. Wykazac, ze pewna trójka

zawodników rozgrywa wszystkie partie miedzy soba w tym samym miescie.

Wskazówka: Mozemy utozsamic szachistów z punktami na plaszczyznie, które

laczymy odcinkami czterech kolorów. Rozwazmy teraz liczby: 2, 5 = 2 . 2 + 1,

16 = 5 ·3+ 1,65 = 16, 4 + 1. Wybierzmy jeden punkt; wychodzi z niego

przynajmniej 17 odcinków tego samego koloru ...

4. Wypukly n-kat mozna tak podzielic przekatnymi na trójkaty, by z kazdego

wierzcholka wychodzila parzysta liczba przekatnych i by dwie przekatne nie

mialy wspólnych punktów wewnetrznych; wykazac, ze n jest podzielne przez 3.

Wskazówka: Jesli figure na plaszczyznie podzielimy prowadzac k prostych,

to mozemy powstale czesci tak pomalowac dwoma kolorami, by dwie majace

bok wspólny byly róznych kolorów (dowód indukcyjny), Teraz pomalujmy w ten

sposób nasze trójkaty, Nalezy wykazac, ze wszystkie trójkaty, które maja choc

jeden bok wspólny z wyjsciowym wielokatem, sa pomalowane na ten sam kolor,

a potem odpowiednio policzyc odcinki, ..

5. Dany jest zbiór n punktów kratowych na plaszczyznie, Udowodnic, ze istnieje

taki podzbiór A tego zbioru, ze A ma nie mniej niz ~ elementów i dowolne dwa
rózne punkty z A sa odlegle co najmniej o 2.

Wskazówka: Tym razem szachownice tak pomalujmy na cztery kolory, by dwa

pola tego samego koloru nie stykaly sie ani w jednym punkcie (w jednym rzedzie

dwa kolory na przemian). Jesli dwa pola sa tego samego koloru, to odleglosc ich

srodków wynosi co najmniej 2...

Krzysztof CIESIELSKI

16


