
Nierównosc Czebyszewa stwierdza, ze dla

dowolnej zmiennej losowej X i dla < > °
maIny

1
P(IX - EXI ~ <) ::; oD2 X.

E

Gdy X = Sn jest liczba sukcesów

w schemacie n prób Bernoulliego,

to wartosc oczekiwana i wariancja dane

sa dobrze znanymi wzorami

W naszym przypadku,

prawdopodobienstwo P(Sn ::; m) nie

przekrac;za lewej strony nierównosci

Czebyszewa, gdy polozymy E = ESn - m.

Prosty rachunek pokazuje, ze dla takiej

wartosci € wyrazenie D 2 Sn / € 2 jest

mniejsze od 0,01 dla m ~ 260, albo

równowaznie dla n ~ 521.

Los kazdego z nas zalezy czesto od kolegialnych decyzji podejmowanych

w glosowaniu przez naj rozmaitsze ciala. Dlatego nie od rzeczy bedzie rozwazyc

nastepujacy

Problem. Parlament zlozony z n = 2m + l osób podejmuje decyzje w drodze

glosowania (zwykla wiekszoscia glosów). Zalózmy dla wygody, ze istnieje

obiektywnie okreslony dobry wybór decyzji. Przypuscmy, ze kazdy z poslów

w parlamencie rozpoznaje ów dobry wybór z prawdopodobienstwem p = 0,7,

a przeciw dobremu wyborowi glosuje z prawdopodobienstwem q = l - p = 0,3.

Przyjmijmy wreszcie, ze kazdy z poslów podejmuje swa decyzje w sposób

niezalezny. Pytanie brzmi: jaka jest najmniejsza liczba n poslów, dla której

prawdopodobienstwo podjecia przez ów parlament slusznej decyzji jest wieksze

od 0,99?

Wielu licealistom problem wyda sie moze banalny. Mamy n prób Bernoulliego

z prawdopodobienstwem sukcesu p = 0,7 i chodzi o to, by liczba sukcesów Sn

byla wieksza niz liczba porazek. Nalezy zatem sprawdzic, dla jakiego

nieparzystego n zachodzi nierównosc P(Sn 2: m + l) > 0,99 albo równowaznie

P(Sn :S m) < 0,01. Cóz prostszego, gdy jest jawny wzór,

m m ( )

n

(l) P(Sn:Sm)=LP(Sn=k)=L k pk(1_p)n-k.
k=O k=O

Kto chce, niech wlaczy komputer, a dostanie odpowiedz w kilka'sekund - poslów

w parlamencie powinno byc przynajmniej 31 (29 to jeszcze za malo).

Wyobrazmy sobie jednak, ze mamy do dyspozycji tylko kartke i olówek,

no i moze jeszcze dosc prymitywny kalkulator (taki, co to pomoze wykonac

cztery dzialania i jeszcze wyciagnac pierwiastek kwadratowy). Obliczanie

dlugiej sumy, a nawet któregokolwiek z jej skladników "na piechote" raczej

odpada: to dobra metoda na to, by nabawic sie odcisków od naciskania guzików

kalkulatora. Narzedzia w rodzaju nierównosci Czebyszewa tez daja wynik bardzo

niedoskonaly. Spróbujmy wiec mozliwie prosto, ale i mozliwie dokladnie, wyrazic

sume (l) w sposób przyblizony.

Wystartujemy z oczywistej równosci

(n) k n k l - p k + lP(Sn = k) = k p (l - p) - = P(Sn = k + l) . -p- . n _ k .

Korzystajac z niej wielokrotnie, sprawdzamy, ze

P(Sn :S m)=P(Sn=m)+P(Sn=m-l)+P(Sn=m - 2)+· +P(Sn=O)=

_p S - (l (l-p)m (1-p)2m(m-l) )- (n-m) + p(n-m+l) +p2(n-m+l)(n-m+2) + ...
'- ...., .J

o twierdzeniach granicznych
Pawel STRZELECKI

ESn = np,

Zastepujac sume w nawiasie suma

postepu geometrycznego zostawiamy

bez zmian jej dwa najwieksze skladniki.

W trzecim skladniku w miejsce

ulamka n~':~2 wpisujemy n-:+l'
Mozna sprawdzic, ze w ten sposób

zwiekszamy wartosc calej sumy o mniej,

niz 5~" Dociekliwy Czytelnik zechce

samodzielnie ocenic, jaki blad popelniamy

w przypadku kolejnych skladników.

m + 1 skladników

Dokonajmy teraz podwójnego drobnego oszustwa. Po pierwsze, nie popelniajac

wielkiego bledu, mozna przyjac, ze skladniki sumy w nawiasie to kolejne potegi

tej samej liczby x = 7.n-:+1' Stad

P(Sn :S m) ::::JP(Sn = m)(l + x + x2 + ... + xm).

Drugie uproszczenie polega na tym, by sume skonczona zastapic suma

nieskonczona. Zysk jest spory, bo sume nieskonczonego ciagu geometrycznego

oblicza sie latwiej niz skonczonego, a blad niewielki: nietrudno sprawdzic,

ze w naszym przypadku x E (O, (3/7)), wiec juz dla m = 10 suma

xm+1 + xm+2 + ... jest ponad 1000 razy mniejsza od pierwszego, równego jeden,

skladnika w nawiasie. W efekcie, po nietrudnym rachunku, dostaniemy

P(Sn < m)::::J P(Sn = m) = P(Sn = m) (n + l)p - mp ::::J-p-P(Sn = m).
- l-x (n+l)p-m 2p-l
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Tym samym sprowadzilismy problem obliczenia wartosci dlugiej sumy do

obliczenia najwiekszego skladnika i pomnozenia go przez liczbe pl(2p - l).

W dalszych rachunkach pomoze nam

l
V2'7fnp*(1 _ p*) . exp( -nH(p*)) ,

Lokalne twierdzenie graniczne. Zalózmy, ze O< m < n i oznaczmy przez p*

ulamek ~. Jesli m, n --+ 00 w ten sposób, ze równiez n - m --+ 00, to zachodzi

wtedy przyblizony wzór

P(Sn = m) = (:)pm(1- p)n-m

gdzie H(x) = xln~ + (1- x)ln i=;.

Znak ~ w równosci (2) nalezy rozumiec w ten sposób, ze stosunek lewej strony

do prawej dazy do jednosci dla m, n --+ 00.

(2)

Szkic dowodu. Lokalne twierdzenie graniczne jest prosta konsekwencja

wzoru Stirlinga, pozwalajacego na przyblizone obliczanie wartosci silni,

n! ~ nne-ny'27rn. Skorzystajmy z tego wzoru, by wyrazic wszystkie silnie

wystepujace w definicji prawdopodobienstwa P(Sn = m). Dostaniemy w efekcie

równosc przyblizona

nn
P(Sn = m) ~ v27rm(n - m)· -----. pm(1- p)n-m =

mm(n - m)n-m

l ()m (l )n-m/27rnp*(1 - p*).; l ~;

Stad juz kazdy bez klopotu dowedruje do tezy twierdzenia: wystarczy posluzyc

sie zaleznoscia a = eln a i wiedziec, ze logarytm iloczynu dwóch liczb to suma ich

logarytmów.

Moze sie wydawac, ze lokalne twierdzenie graniczne oferuje wzór bardzo zawily

zamiast wzglednie prostego i elementarnego. To jednak tylko pozór, bowiem do

obliczen dla duzych wartosci n znacznie wygodniej jest uzyc formuly (2) niz

definicji rozkladu Bernoulliego.

W naszym przypadku liczba p* = ~ = l - in niewiele sie rózni od l·
Zamiast wiec obliczac H(p*) bezposrednio, wypiszemy równanie stycznej

do wykresu funkcji H w punkcie (l, H O)) i odczytamy z owego równania

przyblizona wartosc H(p*). Poniewaz wspólczynnik kierunkowy stycznej to

pochodna H' (l), mamy

H(p*) ~ H (~) +H' (~) (p* -~) = -lnv4p(1- p) - ~lnJl; p.

Podstawiajac te wartosc do wzoru (2), i jeszcze raz wykorzystujac fakt,

ze p* ~ l, dostajemy

P(Sn-Sm)~-p-P(Sn=m)~-p- /2_2 .exp (nin V4p(1-p) + In j_l-_P) =2p-l 2p-l V;;:; p

= /2p(1 _ p) . (4p(1 _ p))"/2V 7rn 2p - l

Poslugujac sie kalkulatorem otrzymamy

l
P(Sn -S m) ~ 0,914 ... ' c· (0,916 ... )" = a(n) .yn ozn.

Jest to juz przyblizenie nadajace sie do rachunków na kalkulatorze. Sposród

wszystkich liczb nieparzystych n naj blizej liczby rzeczywistej x, spelniajacej

zaleznosc a(x) = 0,01, lezy wlasnie n = 31. Lawina drobnych "oszustw" nie byla

wiec wcale niebezpieczna.

Z naszych rachunków mozna wywnioskowac wiecej. Mianowicie, jesli licz ba

prób n jest duza, to powinnismy oczekiwac uzyskania okolo E(S'n) = np

sukcesów. W takim przypadku p* = mln niewiele sie rózni od p. Obliczmy wiec,

jaka jest przyblizona wartosc funkcji H(p*) dla p* ~ p. Jak poprzednio, uzyjemy

wzoru Taylora - tym razem biorac o jeden wyraz wiecej, bo tyle trzeba wziac,

zeby uzyskac nietrywialny wynik. Mamy H(p) = H'(p) = O, zas

o ile f ma ciagla pochodna

rzedu (k + l), to istnieje taka

stala C, ze dla malych h mamy

IR(xo, h)1 < Clh\k+'. Do przyblizania

wartosci funkcji H stosujemy obok

wzór Taylora dla k = l, a nieco dalej
- dla k = 2.

Wrogowie stosowania kalkulatorów

i milosnicy spokojnych rachunków,

którzy nie boja sie wypisac wzoru

Taylora dla funkcji ln(l + x) i wiedza,

ze e = 2,7182 ... , moga poszukac

rozwiazan nierównosci a(n) < O, Ol

korzystajac jedynie z olówka i kartki

papieru (to wcale nie takie straszne, jak

by sie moglo wydawac).

gdzie p( n) jest liczba z przedzialu

( 12~+1 J l;n)'

Jesli funkcja f ma ciagle pochodne

do rzedu k wlacznie, to jej wartosci

w poblizu ustalonego punktu Xo mozna

przyblizac korzystajac ze wzoru Taylora,

f(xo + h) =f(xo) + f'(xo)h+

+ f"(xo) h' + ... +
2'

f(k)( )
+ __ x_O_hk + R(xo, h).

k'

Reszta R(xo, h) spelnia warunek

lim R(xo, h) = O.
h_O hk

Dokladniej, wzór Stirlinga (pochodzacy

z lat trzydziestych XVIII wieku) mówi,
ze
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a-np:;Sz:;Sb-np

Suma po prawej stronie nie bez powodu przypomina sume calkowa Riemanna

funkcji tf; - Czytelnik sam zechce sprawdzic, po jakim przedziale odbywa sie

"calkowanie" .

I 0/

P(Bn = m) ~ 8tf;(8z), gdzie tf;(t) = !'Ce-t- 2v 27r

Co to znaczy? Interpretacja nie jest trudna. Jesli prób jest wiele, to interesuja

nas raczej zdarzenia {a::; Bn ::; b}, a nie (znikomo prawdopodobne) zdarzenia

{Bn = m}. Gdy skorzystamy z ostatniego wzoru, to dostaniemy równosc

przyblizona

H"(p) = p(1~p)' Zatem

H(p*) = 2P(/- p) (p* - p)2 + R(p*) ,

przy czym reszta R spelnia warunek IR(p*)1 ::; C(p* - p)3 dla p* bliskich p.

Podstawiajac te wartosc do wzoru (2), dostaniemy

I ( n(p* _ p)2)
P( Bn = m) ~ -,=--=--=-=====' exp - ----

J27rnp(l-p) 2p(l-p)

albo, oznaczajac z = n(p* - p), 8 = I/Jnp(l- p),
Jesli funkcja j jest (np.) ciagla na

przedziale [a, b], to tzw. sumy calkowe

Riem.anna,

~b-a ( b-a)L.J -n-j a+ k-n-
k:::;l

sa zbiezne, dla n -+ co, do calki
b

oznaczonej J j(x) dx. Ten fakt ma
a

interpretacje geometryczna: pole pod

wykresem (odpowiednio porzadnej)

funkcji mozna z dowolna dokladnoscia

przyblizac suma pól cieniutkich

prostokatów.

P(a::; Bn ::; b) ~ 8tf;(8z) .

Dotarlismy do konca - w tym momencie wypada sformulowac

Twierdzenie graniczne de Moivre'a-Laplace'a. Jesli Bn oznacza liczbe

sukcesów w n próbach Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu p, to

(B - np ) I 1{3 2/'

lim P a < n < (3 = -- e-t 2 dt
n-oo - Jnp(1 - p) - V27r et

dla dowolnych a, {3 E R, a < {3.

Twierdzenie de Moivre'a-Laplace'a ma dzis cala mase uogólnien

o duzym znaczeniu tak teoretycznym, jak i praktycznym. Rachunkowi

prawdopodobienstwa trudno byloby sie obyc bez tego rezultatu.

Ci Czytelnicy, którzy znaja wzór Taylora oraz definicje calki Riemanna, nie

powinni miec klopotu z zamienieniem tresci niniejszego artykulu na scisly i nie

nazbyt dlugi dowód. Mozna bedzie wtedy powiedziec: "Rzeczywiscie, nie trudne

- nic dziwnego, ze Laplace umial to zrobic ponad 180 lat temu."

Rozwiazanie zadania
M 760. Wykonajmy rzut

stereograficzny naszej sfery

z punktu P na plaszczyzne

i oznaczmy obrazy punktów

A, B, C, D, E i P odpowiednio

przez A', B', C', D', E'

i P'. Punkty A',D' i B'

sa wspólliniowe, podobnie

- punkty B', E' i C' oraz

punkty A', p' i Ci. Obrazami

okregów opisanych w tresci

zadania sa okregi (jest
to znana wlasnosc rzutu

stereograficznego). N a mocy

zadania M 759 maja one

punkt wspólny. Odwrotny rzut

stereograficzny tego punktu

(z plaszczyzny na sfere) jest

szukanym punktem wspólnym

okregów lezacych na sferze.
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