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Cyrkiel, linijka i Australia
Dedykuje Jerzemu Sawie

Na flagach wielu pallstw widnieja gwiazdy. W Australii

sa to gwiazdy siedmioramienne tworzace Krzyz

Poludnia. Wydaje sie to osobliwe, jako ze siedmiokata

foremnego nie da sie skonstruowac za pomoca cyrkla

i linijki. W rozmaitych ksiazkach autorzy dowodzacy

niekonstruowalnosci siedmiokata foremnego najczesciej

odwoluja sie do raczej zaawansowanego twierdzenia

Gaussa. Tymczasem mozna te niekonstruowalnosc wykazac

znacznie bardziej elementarnie. Spróbujemy sie o tym

przekonac.

Niech Q, R, C oznaczaja odpowiednio zbiór liczb

wymiernych, rzeczywistych, zespolonych. Zbiór K C C

jest cialem, jesli kazde z dzialall +, -, ., : wykonane

na dowolnych dwóch liczbach z K ma wynik w K

(pod warunkiem, ze dzielnik jest rózny od zera).
Na przyklad, Q jest cialem. Proste cwiczenie wykazuje,

ze jesli KeR jest cialem, c E K, c > O, VC rt K,

to K(JC) = {a, + bVC: a, b E K} tez jest cialem.

Opiszemy teraz, na czym polega konstrukcja za pomoca

cyrkla i linijki. Na poczatku dane sa dwa punkty, które

oznaczymy jako (O, O) i (l, O). Punkty te uwazamy za
skonstruowane, wyznaczaja one pewien standardowy uklad

wspólrzednych na plaszczyznie. Przypuscmy indukcyjnie,

ze skonstruowalismy pewien skOllczony zbiór P punktów

plaszczyzny. Nowy punkt konstruujemy przecinajac dwie

linie, z których kazda jest prosta prowadzona przez dwa

rózne punkty z P lub okregiem o srodku w zbiorze P

i o promieniu równym odleglosci miedzy dwoma róznymi

punktami zbioru P.

Powiemy, ze liczba rzeczywista jest koristruowalna, jesli

mozna skonstruowac punkt, który ma ja za wspólrzedna.

Fakt, ze uklad dwóch równall, z których kazde jest liniowe

lub kwadratowe, mozna rozwiazac przy uzyciu czterech

dzialall i r,znajduje odzwierciedlenie w nastepujacym

stwierdzeniu: Jesli liczba l'zeczywista x jest konstruowalna,

to istnieje taki skoriczony ciag cial

(*) Ko C KI C C Kn,

ze Ki+l = I(;( y'ci) dla i = O, l, ,n - l, Ko = Q,
x E Kn. Prawdziwe jest tez twierdzenie odwrotne, które

jednak tu nie bedzie nam potrzebne. Udowodnimy teraz
nastepujace

Twierdzenie. Jesli wielomian x3 + px + q (p, q E Q) nie

ma pienuiastków wymiernych, to zaden jego pie'rwiastek

l'zeczywisty nie jest konstruowalny.

Dowód. Przypuscmy, ze jest przeciwnie i równanie

(**) x3+px+q=0

ma pewne rozwiazanie rzeczywiste, konstruowalne i ze ](n

w ciagu (*) jest najmniejszym cialem zawierajacym

jakiekolwiek takie rozwiazanie. Oznaczymy je przez

x = a + bVC, gdzie a, b, c E ](n-1, c > O, VC rt Kn-1'

Równanie (**) przepiszemy w postaci

A + Bv'c = O,

gdzie A = a3 + 3ab2c +pa + q, B = 3a2b + l/c + TJb.

Oczywiscie, A, B E Kn-l. Gdyby B i=- O,

to VC = -~ E Kn-l. Zatem (i) B = O oraz (ii) A = O,

Z (i) wyznaczamy b2 c = -3a2 - p i podstawiamy

do (ii) otrzymujac -8a3 - 2pa + q = O, Liczba y = -2a

nalezy do Kn-l i spelnia równanie (**), co przeczy
minimalnosci Kn.

Powrócmy teraz do Australii. Zalozymy, ze wierzcholki

naszego siedmiokata sa pierwiastkami wielomianu z 7 - 1.

w C. Jesli z7 = l oraz z i=- l, to

7 6

z -l ~ kO=~=L.Jz =
k=O

3

= 1+ L(Zk + :/) = -l - 2.,.+.,.2 +.,.3,
k=l

gdzie.,. = z + z = 2Re(z). Podstawiajac.,. = X;:1

otrzymujemy, ze 3;3 - 21.x - 7 = O. Dzielniki wyrazu

wolnego wielomianu z lewej strony tego równania, nie

sa jego pierwiastkami, wiec nie ma on pierwiastków

wymiernych. Z Twierdzenia l wynika, ze liczba :[

nie jest konstruowalna, a zatem Re( z) = "';;-1 tez nie
jest konstruowalna (dlaczego?) i punktu z nie mozna.
skonstruowac.
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