
Kacik olimpijski (15)

o pewnej sprytnej metodzie, I

Niech P bedzie niepustym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych

i funkcja f:P -+ R spelnia warunek f(x) 2:: O dla kazdego x E P.

Jezeli liczby Xl, ... ,Xn naleza do P, to f( xI) + ... + f( xn) 2:: O.

To oczywiste stwierdzenie moze stac sie cennym narzedziem do

rozwiazania niektórych, czasami nielatwych, zadan olimpijskich.

Cala trudnosc w tego typu zadaniach polega jedynie na sprytnym

dobraniu funkcji f (stad tytul). Zacznijmy od nastepujacego

przykladu:

1. Wyznaczyc wszystkie ciagi (Xl"'" xn) liczb rzeczywistych, dla

których

Vxr + x~ + ... + x~ = f../ x~ + x~ + ... + x~ = \!xi + x~ + ... + X~ .

Rozwiazanie. Niech a = .Jxr + x~ + ... + x~. Rozpatrzmy

funkcje f: R -+ R dana wzorem f(x) = x2(x - a)2. Zalózmy,

ze (Xl, ... , Xn) jest pewnym ciagiem liczb rzeczywistych

spelniajacym dane równosci. Poniewaz f(x) 2:: O dla kazdego

rzeczywistego x, wiec równiez f(Xi) 2:: O dla i = 1,2, ... , n.

Wszystkie hierarchie koscielne odnotowaly,

ze jest to sprzeczne z ich doktryna (inna

sprawa, czy jest to poglad sluszny). I co?

Inic. Starcia religijne i tworzenie nowej

mapy politycznej juz zostaly zakonczone.

Nie bylo warto rozniecac nowych stosów

z powodu jakiegos tam wyniku naukowego.

Ta róznica miedzy losami rezultatu

Kopernika i Newtona jest chyba

dostatecznie jaskrawym dowodem dla

kazdego, kto chcialby watpic w scisly

zwiazek nauki z polityka. Mówie o tym,

bo takich pieknoduchów ciagle sie jednak

spotyka.

Nowy wzorzec nauki, stworzony

w XVII wieku, obowiazywal co najmniej

do konca XIX stulecia. A czy obowia.zuje

dzis? Wiele wskazuje na to, ze nie. Trudno

jednak jest wyrokowac kategorycznie, póki

nie zrozumie sie istoty nowej propozycji.

A ja, niestety, na razie zobaczyc jej nie
umIem.

Mamy:

n n

L f(Xi) = L(x; - 2axr + a2x;) =
i=l i=l

n n n

- '" x1 - 2a '" x? + a2 '" x? --~, L.Ji L.J'-
i=l i=l i=l

= a4 _ 2a . a3 + a2 . a2 = O •

Zatem suma liczb nieujemnych f(xd,···, f(xn)

wynosi O, a to mozliwe jest jedynie wtedy, gdy kazda

z liczb f(xI), ... , f(xn) równa sie O. A poniewaz

wielomian f ma tylko dwa pierwiastki: O i a,

wiec Xi = O lub Xi = a dla i = l, ... , n. Stad

latwo dostajemy, ze kazde rozwiazanie w liczbach

rzeczywistych danego ukladu ma postac: Xi = p,

Xj = O dla kazdego j róznego od i, gdzie p jest

dowolna liczba dodatnia·

2. Wyznaczyc wszystkie takie liczby naturalne n 2:: 2,
ze nierównosc

(*) ai + a~ + ... + a; 2:: an (al + a2 + ... + an-1)

zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych

al, a2, ... , an .

Rozwiazanie: Ustalmy n E N i wezmy funkcje

f(x) = x2 - anx + a~/(n - l). Jesli dla

dowolnej liczby rzeczywistej an trójmian f
ma co najwyzej jeden pierwiastek rzeczywisty,

to dla dowolnych liczb rzeczywistych

al, , an-1 jest f(aI) + + f(an-I) 2:: O, czyli

ar + + a~ 2:: an(a1 + + an-1). Jesli dla pewnego

rzeczywistego an trójmian f ma dwa rózne pierwiastki

rzeczywiste, powiedzmy a i /3 (a < /3), to dla

dowolnych liczb rzeczywistych b1, ••• , bn-1 E (a, /3)

jest f(bI) + ... + f(bn-I) < O, co jest równowazne

., ,. b2 b2 2 (b b)merownOSCI 1 + ... + n-l + an < an 1 + ... + n-l,

5

Tak wiec wtedy nierównosc (*) nie jest prawdziwa dla

dowolnych liczb rzeczywistych. Liczby bl,···, bn-l, an

stanowia kontrprzyklad! Udowodnilismy w ten

sposób, ze nierównosc (*) zachodzi dla dowolnych

liczb rzeczywistych al, ... ,an wtedy i tylko wtedy,

gdy trójmian kwadratowy f ma co najwyzej

jeden pierwiastek rzeczywisty. Jeszcze tylko

formalnosc: obliczenie "delty" i zbadanie jej znaku,

co pozostawiamy Czytelnikowi.

Jakie funkcje nalezy dobrac, aby rozwiazac ponizsze

zadania?

3. Wyznaczyc wszystkie ciagi (Xl,' .. , xn) liczb

rzeczywistych spelniajace równanie:

Vxi + x~ + ... + x~ = V-x-~-+-x-~-+-.-.-.-+-x-~.

4. Dane sa liczby rzeczywiste Xl, ... , Xn

o sumie równej O. Niech m bedzie naj mniejsza,

M zas najwieksza z tych liczb. Dowiesc,

ze xr + ... + x~ :S -nmM.

5. Liczby rzeczywiste Xl, ... , Xn spelniaja warunki:

l:?=1 Xi = O, l:?=1 xr = 1. Udowodnic, ze sposród

tych liczb mozna wybrac dwie, których iloczyn jest

nie wiekszy niz -l/n.

6. Niech n 2:: 4. Rózne liczby rzeczywiste Xl, ... , Xn

spelniaja warunki: l:?=1 Xi = O, l:?=1 xT = 1.

Udowodnic, ze sposród tych liczb mozna wybrac takie

cztery rózne liczby a, b, c, d, ze
n

a + b + c + nabc :S L xr :S a + b + d + nabd .
i=l

Krzysztof CHELMINSKI, Waldemar POMPE


