
Kacik olimpijski (16)

Rozwiazallie zadania F 428.
Rozwazn1Y zwierciadlany kat

dwuscienny a. Niech kat padania
promieniu na pierwsze zwierciadlo bedzie
równy /" na drugie ó.

L:a,maczony na rysunku kat (3 jako kat
zewnetrzny trójkata wyznaczonego
przez promienie jest równy 2(/, + ó).

Jednoczesnie., + ó = lY, poniewa~, jak
widac z rysunku, zarówno I + ó, jak
i a dopeJniaja kat <p do 7r. Ostatecznie
(3 = 2a.

vVielka zaleta sekstantu jest prostota
jego budovvy i zasady dzialania; pOllliaru
n10zna dokonac na kolyszaCYlTI sie
pokladzie (np. statku).

Rozwi'1zallie zadania M 771. Poniewaz
laczny kapit"J znajdujacy sie w grze
to 30 zJ, wiec gdy jeden z graczy
wygralby 30 razy z rzedu, drugi musialby
zbankrutowac. Gdyby zatem bankructwo
luialo nie nastapic az clo 30n rzutów)

wyniki gier o numerach od 1 do 30 nie
lnoglyby byc takie 8an18, ani wyniki gier
o numerach od 31 do 60, ani o nUITIerach

od 61 do 90J ••• 1 ani o nUl11erach

od (30n - 29) do 30n nie moglyby byc
takie saDle. Prawdopodobierlstwo takiego
zdarzenia jest, oczywiscie, równe

(1 - 2-30 . 2)" = (1 _ 2-29)" .

Zatem prawdopodobienstwo tego, ze gra
trwac bedzie nieskonczenie dlugo, jest
rÓwne granicy tego wyrazenia przy
n dazacyn1 do nieskOllczonosci, czyli O.

Stad prawdopodobienstwo zdarzenia
przeciwnego jest równe 1.

Rozwiazanie zadania M 772. Jesli

pn oznacza prawdopodobierlstwo tego,
ze gracz o kapitale n zl zbankrutuje
grajac z graczem o kapitale (30 - n) zl,
to

Pn-l + P,,+'

Pa = 2

Istotnie, gracz ma w pewnej chwili n zl,
gdy w poprzedniej mial (n - 1) zl i
(z prawdopodobienstwem ~) wygral,
lub gdy mial (n + 1) zl i (takze
z prawdopodobienstwem ~) przegral.
Zatem (p,,) jest ciagiem arytmetycznym.
Poniewaz Po = 1 i P30 = O, wiec latwo
lIstalic, ze PlO = 1 - ~ = ~.

o pewnej sprytnej metodzie (CZeSC II)
W poprzednim kaciku olimpijskim O pewnej sprytnej metodzie (1) przedstawilismy kilka
zadan. By je rozwiazac, nalezalo "sprytnie" dobrac pewna funkcje i skorzystac z dosyc
oczywistego stwierdzenia:

Niech P bedzie niepustym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych i funkcja f: P ~ R
spelnia warunek f(x) 2: O dla kazdego x E P. Jezeli liczby Xl, ... ,Xn naleza do P, to

f(Xl) + ... + f(xn) 2: O.

Po przesledzeniu przykladów i zadan z poprzedniego kacika rodzi sie oczywiste pytanie:
jak znalezc taka funkcje, która praktycznie rozwiazuje cale zadanie? W ponizszym
przykladzie spróbujemy "wyprowadzic" wzór definiujacy odpowiednia funkcje.

1. Liczby nieujemne Xl, ... , Xn spelniaja warunek: Xl + ... + Xn = 1/2. Dowiesc, ze

(*) l-xl.l-x2 ..... l-xn>~1 + Xl 1 + X2 1 + Xn - 3
Kiedy zachodzi równosc?

Mozemy dodatkowo zalozyc, ze Xi E [0,1/2], gdyz liczby nieujemne spelniajace
warunek Xl + ... + Xn = 1/2 naleza do przedzialu [0,1/2]. We wszystkich
nierównosciach dowodzonych przez nas poprzednim razem mielismy do czynienia
z suma f(Xl) + ... + f(xn), a nie z iloczynem f(Xl)· ... · f(xn). Przeksztalcmy wiec
lewa strone w nierównosci (*) tak, aby doprowadzic ja do postaci sumy n skladników.
W tym celu zlogarytmujmy obie strony nierównosci:

(l-Xl) (l-Xn)
In -- + ... +ln --- > -ln3.

1+ Xl 1+ Xn -

Funkcja, której szukamy, bedzie zatem miala postac:

(1 - X)
f(x) = In -- + Ax + B.

l+x

Zastanówmy sie teraz, kiedy zachodzi równosc w nierównosci (*). Nietrudno zgadnac,
ze na przyklad wtedy, gdy jedna z liczb Xi jest równa 1/2, pozostale zas sa zerami.
Zatem nasza funkcja f powinna miec miejsca zerowe w punktach O i 1/2. Mamy wiec

O ~ f (O) = In 1 + B oraz O = f (l) = -In 3 + lA + B, skad A = 2ln 3, B = O. Tak
WIeC

f(x) = In (_1_-_X) + (21n 3)xl+x

i funkcja gotowa. Sprawdzenie, czy owa funkcja faktycznie "rozwiazuje" zadanie,
pozostawiamy Czytelnikowi.

W kolejnym przykladzie podamy jedynie wskazówke, jak uproscic zadanie (chodzi
o dowód dobrze znanej nierównosci o srednich).

2. Udowodnic, ze dla liczb dodatnich al, ... , an zachodzi nierównosc

al + a2 + ... + an > ~----------- _ yal a2 ... an ,n

przy czym równosc ma miejsce jedynie wtedy, gdy al = a2 = ... = an.

Wskazówka: Podstawiajac Xi = ai/ .y'al an dostajemy do udowodnienia nierównosc
Xl + ... + Xn 2: n przy zalozeniu Xl Xn = 1.

Proponujemy rozwiazac jeszcze kilka podobnych zadan.

3. Kazda z liczb rzeczywistych Xl, ... , Xn nalezy do przedzialu [-1,1]. Liczby te
spelniaja warunek xi + ... + x~ = O. Dowiesc, ze Xl + ... + Xn :::;n/3.

n

4. Liczby ak (k = 1,2, ... , n) naleza do przedzialu [0,2], przy czym L ak 2: n.
k=l

Wykazac, ze

- n :::;11 ( (t a~) - n) .
k=l

5. Liczby Xl, ... , Xn naleza do przedzialu [a, b], przy czym a + b> O. Dowiesc, ze
b 2 2 2

Xl + X2 + ... + Xn > _a_ + Xl + X2 + ... + Xn
n - a+b n(a+b)

6. Dla ustalonej liczby naturalnej n 2: 2, wyznaczyc maksymalna wartosc sumy liczb
naturalnych kI, k2, ... , kn spelniajacych warunek ki + k~ + ... + k;' :::;7n.
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