
Co to sa funkcje tworzace?

Wlodzimierz BIELINSKI

Co (nie) istnieje

w fizyce

Dziwne sa drogi ludzkich poszukiwan. Rozszerzamy swoja wiedze na

dany temat, badamy go dlugo i dokladnie. W koncu stwierdzamy,

ze chyba juz nic wiecej nie osiagniemy ... i wtedy przychodzi nam

z pomoca jakas zupelnie inna, pozornie nie zwiazana z badana przez

nas, dziedzina. W kombinatoryce taka niezwykla pomoca sa wlasnie

funkcje tworzace - narzedzie rodem z analizy matematycznej.

Funkcja tworzaca dla ciagu A = (ao, al, az, ... ) nazywamy funkcje
00

zmiennej x dana wzorem A(x) = L anxn. Na funkcjach tworzacych
n=O

00

mozna wykonywac rózne operacje, np. jesli A(x) = L anxn,
n=O

00

B(x) = L bnxn, to
n=O

00

A(x) + B(x) = I)an + bn)xn;
n=O

00

C· A(x) = L:canxn;
n=O

Krzysztof REJMER

- Do was mówie, hej paladynie! - powtórzyl

Karol Wielki. - Jakze to byc moze, byscie

nie ukazali twarzy swemu królowi?

Glos, wydostajacy sie spod dolnej przylbicy,

zabrzmial teraz czysto i mocno.

- Albowiem nie istnieje, sire.

- A to dopiero! - wykrzyknal cesarz.

- Teraz mamy wiec w wojsku jeszcze

i rycerza, który nie istnieje! Pokazcie no

sie troche·

Agi/ulf zdawal sie wahac przez krótka

chwile, po czym zdecydowanym, choc

powolnym ruchem uniósl przylbice·

Helm byl pusty. Wewnatrz bialej zbroi

z teczowym pióropuszem nie bylo nikogo.

- No, no, a to dziwy! - rzekl Karol Wielki.

- I jakze to potraficie sluzyc, skoro was nie

ma?

A'(x) = L:(n + 1)an+1Xn .
n=O

Oczywiscie, wszystkie powyzsze dzialania sa wykonalne tylko wtedy, gdy

szeregi reprezentujace funkcje A(x) i B(x) sa zbiezne w pewnym otoczeniu

zera. W przeciwnym przypadku trudno w ogóle mówic o funkcjach. W naszych

zastosowaniach nie bedziemy jednak sprawdzac zbieznosci szeregów. Okazuje sie

bowiem, ze jesli interesuja nas tylko wspólczynniki, to mozemy traktowac A(x) i B(x)

jako tzw. szeregi formalne.

Nieco innego podejscia wymagaja funkcje tworzace ciagów

okreslonych rekurencyjnie, takich jak np. liczby Fibonacciego

(Fo = F1 = 1, oraz Fn = Fn-1 + Fn-z dla n ;:: 2) czy liczby Catalana
n

(co = O, C1 = 1, i Cn = L CiCn-i dla n;:: 2).
i=O

Czasem funkcje tworzaca danego ciagu mozna bez trudu opisac

w prostszy sposób korzystajac z okreslonych wyzej dzialan i znajac

szereg geometryczny oraz dwumian Newtona. Oto przyklady. Jesli
00

ciag an jest geometryczny, an = aqn, to A(x) = a L qnxn = l~qx'
n=O

Jesli an = n, to A(x) = f nxn = x(f xn)' = X (l~X)' = (1~X)2'n=O n=O

Jesli wreszcie an = C;:) - umawiamy sie, ze CD = O dla n > m
00 m

- to wtedy A(x) = L C;:)xn = L C;:)xn = (1 + xr·
n=O n=O

Problem istnienia lub nieistnienia jest

w fizyce i innych naukach przyrodniczych

bardzo subtelny. Bo cóz to znaczy istniec?

Jakie kryterium jest decydujace? Przede

wszystkim trzeba odpowiedziec na pytanie,

co bada fizyka: otaczajacy nas swiat czy

tez raczej jego modele. W przypadku
eksperymentu sprawa wydaje sie na pozór

prosta - badamy rzeczywiste obiekty

istniejace w przyrodzie. Ale czy na pewno?
Badanie elektronów zaklada ich istnienie.

W wiekszosci przypadków eksperymentator

tak naprawde sprawdza poprawnosc

przyjetego modelu, wiec choc zwiazek

z jakas niezalezna od nas rzeczywistoscia

wydaje sie oczywisty, to jednak zarówno

teoretyk, jak i eksperymentator zajmuja

sie raczej modelami rzeczywistosci. Nawet

przy skrajnie realistycznej postawie

nigdy nie mozna wykluczyc, ze ten sam

zakres zjawisk moze zostac wytlumaczony

w ramach calkiem róznych modeli.

- Sila woli i wiara w nasza 4wieta sprawe!

- A jakze, a jakze, dobrze mówicie; tak sie

spelnia swój obowiazek. Jak na kogos, kto

nie istnieje, to zuch z was rycerzu!
!talo Calvino

"Rycerz nieistniejacy"
tlum. Barbara Sieroszewska

n

gdzie Cn = L:akbn-k;
k=O

00

00

A(x)B(x) = L:cnXn,
n=O

Liczby Catalana pojawiaja sie w kilku zagadnieniach kombinatorycznych, na pozór ze

soba nie powiazanych. Wiecej o tym - w Delcie za cztery miesiace.

Nietrudno zauwazyc, ze dla liczb Fibonacciego mamy

xF(x) = Fox + F1xZ + Fzx3 + ... ,

xZ F(x) = Foxz + F1x3 + ....

To, oczywiscie, nie oznacza, ze problem

istnienia lub nieistnienia wyglada w fizyce

tak samo jak w matematyce. Matematyka

nie interesuje to (a przynajmniej nie

musi), czy pojeciom, którymi sie zajmuje,
odpowiada jakas inna rzeczywistosc.
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Tymczasem fizyk jest zmuszony odrzucic

nawet naj piekniejsza i logicznie spójna

teorie, jesli pozostaje ona w razacej

sprzecznosci z doswiadczeniem. A zatem

problem istnienia sprowadza sie do

uzytecznosci pojec zastosowanych do

opisu przyrody, a takze do tego, czy sa

one konieczne (moze sie okazac, ze to
sarno mozna wytlumaczyc inaczej,

na przyklad prosciej). Poglad na.istnienie

lub nieistnienie jakiegos obiektu w fizyce

jest zmienny historycznIe ze wzgledu na

gromadzenie sie wciaz nowych faktów,

doskonalenie techniki doswiadczalnej

czy tez gwaltowna zmiane paradygmatu,

co wprawdzie niezbyt czesto, ale takze

sie zdarza. Pamietajmy równiez i o tym,

ze najczesciej nowa teoria zawiera w sobie

stara jako pewien przypadek graniczny,

nie tyle odrzuca ja, ile ogranicza zakres

stosowalnosci. Calkowite odrzucenie jest

raczej rzadkoscia.

o nieistnieniu mozna mówic w fizyce

na kilku róznych poziomach. Chetnie

poslugujemy sie takimi pojeciami jak

gaz doskonaly, cialo doskonale czarne,

cialo sztywne, punkt materialny, ciecz

niescisliwa czy idealny krysztal, choc

w przyrodzie nie istnieje nic, co by

im odpowiadalo w scislym znaczeniu;

rzeczywiste obiekty zaledwie przypominaja

je lepiej lub gorzej i to w zaleznosci od

warunków doswiadczenia. A oto inny

aspekt tytulowego pytania: uzywamy

z jednej strony takich pojec jak atom

i krysztal, z drugiej takich jak cieplo,

energia i entropia. Pierwsze dwa maja inny

status niz pozostale trzy. Atom i krysztal

to skladniki materii, energia i entropia

istnieja w inny, bardziej abstrakcyjny

sposób niz tamte dwa. Mozliwa jest

"zmiana kategorii", na przyklad przez

dlugi czas wyobrazano sobie, ze cieplo jest

rodzajem substancji zawartej w cialach,

dzis wierny, ze jest to jeden ze sposobów

przekazywania energii, a wiec nalezy do tej

drugiej, bardziej abstrakcyjnej kategorii.
Tak wiec choc cieplo nie istnieje jako

substancja, to jednak istnieje jako forma

przeplywu energii.

Z punktu widzenia uzytecznosci mozemy

podzielic "nieistniejace byty fizyki" na

dwie grupy: te, które "zanieistnialy" i te,

które nie zaistnialy. Neologizm, którym

sie posluzylem, jest chyba dosc czytelny.

Chodzi tu o pojecia, których istnienie

zostalo kiedys powszechnie zaakceptowane

i mialo moc wyjasniania jakiegos zjawiska
przyrody, pózniej jednak zakwestionowano

je i odrzucono ich istnienie, na ogól
dlatego, ze nie wytrzymaly konfrontacji

z nowymi faktami doswiadczalnymi.
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Dodajac do jedynki sume prawych stron powyzszych równosci

otrzymujemy
00

1+ xF(x) + x2 F(x) = 1+ x + L(Fn-1 + Fn_2)Xn = F(x).
n=2

Stad F(x) = 1/(1- x - x2). Dla ciagu liczb Catalana mamy

00 oo(n )C(x) = ~Cnxn = ~ ~CiCn-i xn + Co + CIX =

= f (t Cicn-i) xn + Co + ClX =n=O i=O

(~cnxn r + x = C2(x) + x,

czyli C2(x) - C(x) + x = O. Zatem C(x) = 1±~. Jaki znak

nalezy wstawic w liczniku, okaze sie juz niedlugo.

Funkcje tworzace sa interesujace i wazne dzieki swym magicznym

mozliwosciom. Poznamy teraz kilka z nich.

1. Wyznaczymy nierekurencyjne wzory na Fn i Cn.

Wiadomo, ze jesli funkcja j(x) rozwija sie w szereg potegowy
00

I: anxn, to an = j(n)(O)/n!. Nie zawsze jest to skuteczna metoda
n=O .

znajdowania wzoru na an, gdyz czasem trudno jest znalezc ogólny

wzór na n-ta pochodna funkcji j w zerze.

Aby znalezc jawny wzór na liczby Catalana, rozwiniemy

w szereg potegowy funkcje g(x) = VI - 4x. Po kilku pierwszych

rózniczkowaniach zauwazamy, ze g(n)(o)= - 2n . 1 ·3·5· .... (2n - 3)

(purysci zechca ten fakt udowodnic). A poniewaz liczby Catalana sa

dodatnie, to odpowiedni we wzorze C(x) = 1±~(x) jest znak minus.

Zatem c(n)(o) = _g(n~(o) = 2n-1 ·1·3·5· .... (2n - 3). Stad,

po prostym rachunku, mamy

Cn = c(n)(o) = (2n - 2)1 =.!. (2n - 2) .n! n!(n-l)! n n-l

Na szczescie wzór na Fn mozna wyprowadzic przy uzyciu prostszych srodków. Sprytny

Czytelnik latwo poradzi sobie sam z nietrudnymi obliczeniami, rozkladajac wymierna

funkcje F(x) na ulamki proste. Gotowy wynik (tzw. wzór Bineta) wyglada tak:

Fn = ~ [ C +2v'5) n+l - C -2v'5) n+l]

2. Odkryjemy na nowo proste fakty kombinatoryczne.

Niech An(x) = (1 + x)n. Wtedy An(x) = (1 + X)An_l(X) =

= An-l(X) + XAn_l(X). Porównujac wspólczynniki przy xk po

obu stronach, mamy (~) = (n~l) + (~::::i).Obliczajac wartosci

wielomianu An(x) dla x = 1i x = -1, otrzymujemy znane
tozsamosci

t (n) = 2n,k=O k

t( _l)k (n) = O.k=O k



W podobny sposób mozna znalezc rozmaite wlasnosci liczb Catalana. Na przyklad,

znajac rozwiniecia w szereg Maclaurina funkcji j(x) = v'IT4X i h(x) = 1/ j(x),

mozna (porównujac wspólczynniki przy xn po obu stronach tozsamosci h(x)j(x) = 1)

udowodnic, ze
k

'" k+1~ lClCk_l+l = -2-Ck+1 .
.(;::;::1

Mozliwosci tworzenia nowych wzorów przez proste porównywanie wspólczynników

jest jeszcze wiele. Zainteresowanym proponujemy dalsze eksperymenty (warto zwrócic

uwage na rozwiniecie funkcji arcsin).

W artykule ,,0 kolejkach" napisanym wspólnie z K. Parolem (zob. Delta 10/1995)

udowodnilismy, ze liczba dobrych (tzn. nie powodujacych zatrzymania sprzedazy

biletów) kolejek dlugosci 2n, w których n osób ma pieciozlotówki i n osób

dziesieciozlotówki, jest równa Cn+'. Zdarzenie {X = 2n + l} zachodzi wtedy i tylko

wtedy, gdy pierwsze 2n osób tworzy jedna z owych Cn+' dobrych kolejek (dzieje sie

to z prawdopodobienstwem Cn+lpn(1- p)n), a na miejscu (2n + l)-szym znajdzie sie

osoba z dziesieciozlotówka·

3. Obliczymy pewne ciekawe prawdopodobienstwo.

Wyobrazmy sobie, ze przed kinem, w którym bilety sa po 5 zl,

ustawia sie kolejka. Prawdopodobienstwo tego, ze dowolna osoba ma

monete 5 zl, jest równe p, a banknot 10 zl - równe (1 - p). Niech X

bedzie zmienna losowa oznaczajaca numer osoby, na której kolejka

po raz pierwszy sie zablokuje (wskutek niemoznosci wydania reszty).

Mozna wykazac, ze P(X = 2n + 1) = Cn+1pn(l _ p)n+1.

W fizyce, tak jak w kazdej ludzkiej

dzialalnosci, zdarzaja sie takze pomylki

i oszustwa (na przyklad promienie N
Blondlota, subelektrony czy telepatia).

Jednak nauka (ta przez duze N) jest

krytyczna w stosunku do samej siebie

(czego nie mozna powiedziec o wielu
innych dziedzinach aktywn6sci czlowieka).

Tym wlasnie nauka rózni sie od paranauki,

o czym niedawno w naszej ankiecie

pisal Jerzy Kuczynski (Delta 1/1996).

Tego rodzaju artefakty sa wiec szybko

eliminowane i dlatego chyba nie warto tu

o nich wspominac.

Zostaly one zastapione innymi pojeciami,

które lepiej nadawaly sie do opisu starych

i nowych zjawisk. Do tej grupy naleza:

flogiston, cieplik, eter, deferenty i epicykle.

Druga grupa to obiekty, których istnienia

dowodzono bezskutecznie, choc z bardzo

róznych przyczyn spodziewano sie ich

odkrycia. Niektóre z nich (zgodnie

z obecnym stanem wiedzy) moglyby istniec

(na przyklad monopole magnetyczne

lub tachiony), inne nie istnieja z cala

pewnoscia; w tej grupie mieszcza sie:

perpetuum mobile (pierwszego i drugiego

rodzaju) i slynny kamien filozoficzny.
W przypadku obiektów, które moglyby

istniec, lecz ich nie ma, nigdy nie

bedziemy miec gwarancji, ze kiedys,

w przyszlosci ich istnienie nie zostanie

jednak doswiadczalnie dowiedzione.

l-11-2pl
2p

00

S = L cn+1pn(1- pt+1
n=O

00

Intrygujaca jest suma S = L P(X = 2n + 1). Jesli kolejka
n=O

"musi" sie w któryms momencie zatrzymac, to powinno byc

5= 1 (zmienna X nie przyjmuje wartosci parzystych). Obliczymy

sume S wykorzystujac funkcje tworzace. Poniewaz Co = O, wiec
00

L Cn+1Xn = C(x)/x = (1- ./1- 4x)/2x. Wstawmy do tej równosci
n=O

x = p(l - p) i pomnózmy obie strony przez (1 - p). Otrzymamy

wtedy

Zatem dla p ::; l, zgodnie z intuicja, jest 5= 1. Jednak dla p> l
mamy S = 1. - 1 < 1, co oznacza, ze kolejka moze sie nigdy nie

p

zatrzymac. Prawdopodobienstwem takiego szczesliwego przypadku

jest 1 - S.

Dla p < l mozemy obliczyc wartosc oczekiwana EX

numeru osoby, na której kolejka sie zatrzyma. We wzorze
00

L Cn+1Xn = (1- ./1- 4x)/2x wstawmy x = a2, pomnózmy obie
n=O

strony przez a, zrózniczkujmy wzgledem a i na koniec wstawmy

z powrotem a2 = x. Dostaniemy równosc

00 1 (1 )L(2n + 1)Cn+1Xn = -2 v'f'=4X - 1n=O x 1- 4x

Stad, biorac x = p(l - p), otrzymamy bez klopotu
00

EX = L (2n + 1)Cn+1pn(1 - p)n+1 = 1/(1- 2p). Dla p -+ (l)-
n=O

mamy EX -+ 00, czyli blokady kolejki zdarzaja sie teoretycznie

rzadko, co jest chyba faktem pocieszajacym.

Rozwiazanie zadania F 432. Zadame

rozwiazemy metoda obrazów. Umieszczajac

ladunek - q na osi symetrii po przeciwnej stronie

plaszczyzny oraz ladunki - q' i q', gdzie q' = ? 1

W punktach odleglych o x' = a: tak, jak to

pokazuje rysunek, spelniamy warunek znikania

potencjalu na powierzchni przewodnika.

\ ,,
+ q' ,
I, ,, , '

--,--

Czytelnik Wnikliwy zechce sprawdzic, ze szeregi wyrazajace S i EX sa zbiezne dla

interesujacych nas wartosci zmiennej x = p(l - p), p E (0,1).

I tym optymistycznym akcentem pragnelibysmy zakonczyc

rozwazania na temat funkcji tworzacych z nadzieja, ze przydadza

sie one Czytelnikom w ich wlasnych poszukiwaniach.

Sila oddzialywania ladunku q z przewodnikiem

jest równa sile jego oddzialywania z trzema

fikcyjnymi ladunkami: -q, q' i -q'. Jest ona
równa

F = q2 [-(X-2-:-aa-2-)-2 - -(x-.2-:-aa-2-)-2 + -4~-.2]
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