
3,64.10'2 J

6,49· 106 m

3,8.1012 J

Kacik olimpijski (17)

Rozwiazanie zadania M779. Zalózmy,

ze warunki zadania M 778 spelniaja

dwie funkcje pseudoharmoniczne j, i h·
Wówczas, co latwo sprawdzic, funkcja

f = .fI - h jest pseudoharmoniczna,

przy czym f(x, y) = O dla dowolnego

(x,y) E BN. Na mocy zadania M 777

funkcja f przyjmuje zarówno swa

najwieksza, jak i najmniejsza wartosc na

brzegu kraty, a zatem jest tozsamosciowo

równa zeru. To oznacza, ze J 1 == 12)

a wiec warunki zadania M 778

spelnia dokladnie jedna funkcja

pseudoharlnoniczna.

F\mkcje pseudoharmoniczne moga

nieznacznie róznic sie na brzegu i byc

identyczne wewnatrz kraty (przyklad na

rysunku ponizej)
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Rozwiazanie zadania F 431-

Na skrzydla samolotu dziala sila

wynikajaca ze zderzen czasteczek

powietrza z ich powierzchnia. Niech 8

bedzie katem pomiedzy prosta

prostopadla do powierzchni skrzydla

a kierunkiem pionowym. Pionowa

skladowa tej sily Fy = F sin 8 jest sila

nosna, musi ona równowazyc ciezar rftg

samolotu. Pozioma skladowa Fx = F cos 8

jest sila oporu, która musi zrównowazyc

sila ciagu silników. Sila F standardowo

jest równa

F = 2ev2 Acos2 8,

gdzie v jest predkoscia samolotu,

A - powierzchnia skrzydel, e - gestoscia

powietrza. W przypadku nowoczesnych

sanl0lotów sila nosna jest trzykrotnie

wieksza od sily oporu. Wynika stad,

ze energia zuzyta przez sanl0lot podczas

przelotu na odleglosc L wynosi

l
'3mgL.

Przykladowo podajemy dane dotyczace

samolotu Lockheed LIOll-500 Tri Star,

który 19 marca 1995 r. przelecial na

trasie Monachium-Nowy Jork (linia

DELTA)

Masa przy starcie 2,19· 105 kg

Masa przy ladowaniu 1,40 105 kg

Srednia masa m 1,79· 105 kg

Energia uzyskana

ze spalonego paliwa

Odleglosc

imgL

Jak widac, wynik powyzszego prostego

oszacowania zgadza sie bardzo dobrze

(przy zalozeniu 100% sprawnosci

silników) z danymi dotyczacymi przelotu.

Niezmienniki i pólniezmienl1iki (I)
Rozwazmy nastepujace zadanie:

1. Na stole lezy piec kawalków papieru. Dowolnie wybrany kawalek rozrywamy na

cztery czesci. Proces ten kontynuujemy, tzn. za kazdym razem wybieramy jakis kawalek

i rozrywamy go na cztery czesci. Czy w ten sposób, po pewnej liczbie kroków naszego

procesu, mozemy uzyskac dokladnie 1996 kawalków papieru?

Kluczem do rozwiazania tego typu zadan - takich, w których opisany jest pewien

proces, jest znalezienie odpowiedniego niezmiennika, tzn. czegos, co sie nie zmienia

podczas wykonywania danego procesu. Gdyby na przyklad udalo nam sie wykazac,
ze w zadaniu 1 parzystosc liczby kawalków sie nie zmienia, zadanie byloby rozwiazane

_ startujemy z pieciu kawalków, nie mozemy wiec dojsc do 1996. Ale niestety,

parzystosc sie zmienia! Liczba kawalków w kolejnych krokach wynosi: 5, 8, 11, 14, 17,
.... Nietrudno jednak dostrzec, ze po kazdym ruchu liczba kawalków wzrasta nam o 3.

Mamy wiec niezmiennik: reszta z dzielenia liczby kawalków przez 3. Stad, ze liczby

5 i 1996 daja z dzielenia przez 3 rózne reszty, odpowiedz na pytanie w powyzszym

zadaniu jest negatywna.

W niektórych zadaniach sytuacja bywa bardziej skomplikowana - trudno jest

znalezC niezmiennik, latwiej natomiast tzw. pólniezmiennik. Pojecie to przyblizymy

Czytelnikowi poslugujac sie nastepujacym przykladem.

2. W tablice o wymiarach 8 x 8 wpisano 64 liczby rzeczywiste. W jednym ruchu mozemy

zmienic znaki wszystkich liczb stojacych w pewnej kolumnie lub w pewnym wierszu.

Udowodnic, ze wykonujac tylko takie ruchy mozna spowodowac, aby sumy liczb stojacych

w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie byly nieujemne.

Wybierzmy wiersz lub kolumne, w której suma liczb jest ujemna (jesli jest to

niemozliwe - zadanie jest rozwiazane). Zmienmy wszystkie liczby tam stojace na

przeciwne. Jesli po tym ruchu nie osiagnelismy celu, to postepowanie kontynuujemy,

tzn. wybieramy wiersz lub kolumne o ujemnej sumie wyrazów, itd. Zauwazmy, ze po

kazdym rudLU suma wszystkich liczb stojacych w tablicy wzrasta. Jasne jest, ze moze

ona przybierac jedynie skonczenie wiele róznych wartosci (nie wiecej niz 264). Zatem

proces nasz musi sie zakonczyc, co rozwiazuje zadanie.

Pólniezmiennikiem w naszym rozumowaniu byla suma wszystkich liczb tablicy.

Wielkosc ta co prawda sie zmieniala, ale w pewien okreslony sposób (w tym przypadku

w kazdym kroku wzrastala) i to juz doprowadzilo do rozwiazania naszego zadania.

Mamy nadzieje, ze powyzsze przyklady w miare trafnie ilustruja uzyta metode· Dla

osób pragnacych uzyskac bieglosc w tego typu zadaniach, proponujemy jeszcze kilka

podobnych problemów.

3. Rozwazmy sytuacje taka, jak w zadaniu 2. Czy niezaleznie od konfiguracji

poczatkowej mozna, uzywajac jedynie powyzej zdefiniowanych ruchów, otrzymac

po pewnej liczbie kroków tablice zawierajaca same liczby nieujemne?

4. Na okregu napisano n liczb naturalnych. Miedzy kazdymi dwiema sasiednimi

liczbami wpisujemy ich najwiekszy wspólny dzielnik, po czym wczesniej napisane liczby

scieramy. Z nowo otrzymanymi n liczbami postepujemy analogicznie. Udowodnic, ze po

skonczonej liczbie takich ruchów wszystkie liczby na okregu beda równe.

5. Danych jest n kartoników, kazdy z jednej strony pomalowany na czerwono

a z drugiej na niebiesko. Kartoniki te rozkladamy dowolnie na okregu. Jeden ruch

polega na odwróceniu dowolnych trzech lezacych obok siebie kartoników na druga

strone. Wyznaczyc wszystkie takie wartosci n, dla których z dowolnego poczatkowego

ukladu kolorów da sie dojsc do kazdego innego.

6. Napisano jedna za druga 1996 liczb: 1,1/2,1/3, ... ,1/1996. Sposród nich wybieramy

dowolne dwie np.: a i b. Nastepnie scieramy je i zamiast nich piszemy liczbe a + b + ab.

Po 1995 krokach na tablicy zostanie tylko jedna liczba. Czy jej wartosc nie zalezy od

kolejnosci scieranych liczb? (Jezeli tak, obliczyc ja.)

7. Na tablicy napisano w rzedzie n liczb - kazda z nich równa -1 lub 1. W i-tym

ruchu mozemy zmienic znak ri stojacych obok siebie liczb (nie wszystkie ri musza byc

równe). Jaka jest najmniejsza liczba ruchów, które nalezy wykonac, aby niezaleznie od

konfiguracji poczatkowej mozna bylo (wykonujac jedynie powyzsze ruchy) dojsc do

konfiguracji zlozonej z samych jedynek? Krzysztof CHELMINSKI

Waldemar POMPE
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