
Równowazne okreslenie owali Kartezjusza podal Newton.

Mianowicie, owale Kartezjusza sa zbiorem tych punktów

plaszczyzny M, dla których stosunek odleglosci od

dwóch danych okregów jest staly (rys. 3). Istotnie, jesli

~~ = const = c, to wtedy ~~::::~~= c, czyli równowaznie
dl + (-c)d2 = rl - cr2· Jeszcze inna definicje owali

Kartezjusza podal Chasles (czyt. Szal). Wezmy dwa

okregi o srodkach i promieniach odpowiednio FI, F2 oraz

rl, r2 oraz dowolny punkt N na prostej FI F2 (rys. 4).

N

Duzo ciekawsze od liscia sa tzw. owale Kartezjusza. Tak nazywa sie zbiór tych

punktów plaszczyzny M, których odleglosci dl = M FI i d2 = M F2 od dwóch

zadanych punktów FI i F2 spelniaja zaleznosc

(1) dl+md2=a

(m i a sa tu ustalonymi parametrami rzeczywistymi). W ogólnym przypadku

zbiór takich punktów M sklada sie z dwóch owalnych krzywych (rys. 2).

Kazdy widzi, ze dla m = ±l i a > FIF2 > O otrzymujemy

jako przypadki szczególne elipse oraz hiperbole. Kazdy

tez moze sprawdzic, ze we wspólrzednych kartezjanskich

owale Kartezjusza opisane sa równaniem

((1- m2) (x2 + y2) + 2dm2x + a2 _ d2m2)2 =(2)

= 4a2 (x2 + y2) ,

. gdzie d jest odlegloscia punktów FI i F2. W kolejnym

przypadku szczególnym, gdy m = a/d> 1, wewnetrzny

owal dotyka zewnetrznego, a równanie (2) opisuje

tzw. slimak Pascala albo inaczej konchoide okregu,

krzywa, która mozna wykorzystac do przeprowadzenia

trysekcji kata (Mala Delta 11/1996).

at at2

x = 1 + t3 ' Y = 1 + t3 ' t '# -1 .

Widac z nich wyraznie, ze x ~ ±oo wtedy i tylko wtedy, gdy y ~ =FOO,

a w dodatku jest tak dla wartosci t = ~ dazacych do -1. Stad juz tylko

prosty rachunek dzieli nas od stwierdzenia, ze asymptota liscia ma równanie

x + y + a = O. Wykorzystujac parametryczne równania liscia Kartezjusza

mozna takze udowodnic (polecamy to cwiczenie wielbicielom calkowania funkcji

wymiernych), ze pole obszaru ograniczonego petelka liscia w pierwszej cwiartce

ukladu wspólrzednych jest równe polu nieograniczonego paska lezacego miedzy

dwoma ogonkami liscia i jego asymptota.

Kartezjusz, który studiowal rozmaite wlasnosci liscia w 1638 roku, blednie

sadzil, ze widoczna w pierwszej cwiartce ukladu petelka liscia powtarza sie

w innych cwiartkach. Jego poglad podzielal Roberval, który nawet uzywal

nazwy fieur de jasmin (kwiatek jasminu). Dosc trafna, uzywana niekiedy

po francusku, nazwa liscia Kartezjusza to noeud de ruban (dosl. kokarda ze

wstazki).

Zacznijmy od liscia Kartezjusza. Ta nazwa okresla sie zwykle krzywa o równaniu

x3 + y3 = 3axy ,

gdzie a jest ustalonym parametrem. Mój szescioletni syn twierdzi, ze lisc

Kartezjusza bardziej przypomina rybke niz lisc. O takie skojarzenie nietrudno,

gdy na rysunku razem z lisciem widac jego asymptote. Równanie tej ostatniej

naj prosciej znalezc, kladac w równaniu liscia y = tx i przechodzac do równan

parametrycznych,

Owale, liscie, spirale

By oszczedzic zainteresowanym Czytelnikom klopotu z wertowaniem indeksów,

spisów tresci i zakurzonych kartek opaslych podreczników dwuwymiarowej

geometrii analitycznej i rózniczkowej, opowiemy krótko o tych krzywych

plaskich, których nazwy pochodza od nazwiska Kartezjusza.
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Rys. 2. Rodzina owali Kartezjusza dla

róznych wartosci parametrów a i m

z wyróznionym slimakiem Pascala.

Lisc Kartezjusza jest cissoida elipsy,

tzn. dla odpowiednio polozonych

elipsy i prostej o równaniach

parametrycznych r,(6) = (x,(6),y,(6»

i r2(6) = (x2(6),Y2(6», w których 6 jest

katem biegunowym, krzywa o równaniu

r(6) = r2(6) - r,(6) to wlasnie lisc

Kartezjusza.

Rys. 1. Lisc Kartezjusza x3 + y3 = 3axy

i jego asymptota x + y + a = O; pola obu

zakreskowanych obszarów sa równe.

Rys. 4. Definicja Chaslesa owali Kartezjusza.

Rys. 3. Definicja Newtona owali Kartezjusza.
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Samodzielny dowód faktu, ze definicja
Chaslesa okresla istotnie owale

Kartezjusza, polecamy jako ciekawe

zadanie milosnikom kacika olimpijskiego
znajacym twierdzenie Menelaosa.

Rys. 5. Proste t i n to odpowiednio

styczna i normalna do krzywej '"(

w punkcie M(x,y) E '"(,Q to kat padania
promienia F,M, a {3- kat zalamania.

Rys. 6. Trójzab Newtona, czyli parabola
Kartezjusza.

Rys. 7. Spirala równokatna (lub inaczej

logarytmiczna) r( 9) = Q exp( 9 ctg Q);

Q jest parametrem, a r i 9 to

w':fólrzedne biegunowe. Mamy
~ = ~ = ... = const, a pólprosta
o poczatku w punkcie O przecina spirale
(zawsze) pod katem Q.

Z punktu N prowadzimy sieczna, która przecina dane okregi w punktach Al, A,
B, B1. Laczac punkty Al i A Z F1 oraz B i B1 Z F2 otrzymujemy cztery proste

przecinajace sie w punktach M, M1, M2, M3. Gdy bedziemy zmieniac polozenie

siecznej poprowadzonej z punktu N, to punkty M, M1, M2 i M3 poruszac sie

beda wlasnie po jednym z owali Kartezjusza.

Sam Kartezjusz natrafil na owale poszukujac tzw. krzywych aplanatycznych.

Sa to krzywe, oddzielajace dwa osrodki optyczne i majace te wlasnosc,

ze promienie swietlne wychodzace z ustalonego punktu F1 w jednym osrodku,

po zalamaniu na granicy osrodków, na krzywej " skupiaja sie w ustalonym

punkcie F2 w drugim osrodku. Okazuje sie, ze owale Kartezjusza sa krzywymi

aplanatycznymi.

Aby ów fakt udowodnic, wprowadzmy oznaczenia takie, jak na rysunku 5. Niech

w szczególnosci a = ~ - al bedzie katem padania promienia wychodzacego

z F1, (3 = ~ - (31 zas katem zalamania tego promienia. Wykazemy, ze gdy,

jest owalem Kartezjusza, to stosunek sin a/sin (3 jest staly (tak, jak kaze prawo

Sneliusa zalamania swiatla). Zgodnie z równaniem (l) mamy

dl + md2 = const,

gdzie dl = M F1, d2 = M F2. Rózniczkujac, dostajemy stad równanie

d~ + md~ = O (primy oznaczaja tu rózniczkowanie wzgledem dlugosci luku s).

Zauwazmy teraz, ze d~ = sin a, d~ = sin (3. Przyjmijmy bez zmniejszenia

ogólnosci, ze F1 = (O, O). Wtedy

(3) d~ = (vx2 + y2)' = xx' + yy' .vx2 + y2

Po prawej stronie widac wyraznie iloczyn skalarny dwóch wektorów. Jeden

z nich jest równolegly do F1 M = [x, y] i ma dlugosc l, drugi - to wektor [x', y'].

Kladac r = [x, y] i wykorzystujac odpowiedni wzór redukcyjny, przepisujemy

równanie (3) w postaci

d' r 1_ (') .
1 = ~ . r = cos L r, r = cos al = sm a

(trzeba tylko jeszcze pamietac, ze wektor predkosci r' krzywej

sparametryzowanej dlugoscia luku ma dlugosc l). Analogicznie wykazujemy,

ze d~ = sin (3. Stad juz natychmiast wynika, ze

sin a d~

sin(3 = d~ = -m = const.

Warto wspomniec jeszcze o paraboli Kartezjusza zwanej takze czasem

trójzebem Newtona. Nie jest to wcale parabola, lecz krzywa o równaniu

xy = ax3 + bx2 + cx + d. By ja ujrzec, wystarczy narysowac wykres sumy

funkcji kwadratowej i funkcji y = d/x, albo, mówiac inaczej, dodac parabole

i hiperbole (patrz rys. 6, na którym przy pewnej dozie dobrej woli mozna

istotnie zobaczyc trójzab). Wedle Newtona, Kartezjusz wykorzystywal te krzywa

w swych konstrukcjach pierwiastków równan wielomianowych.

Kartezjusz studiowal takze inne krzywe. W 1638 roku rozpatrywal ciekawa

spirale (tzw. równokatna lub logarytmiczna) o równaniu r(B) = a exp(B ctg a)
(patrz rys. 7, który tlumaczy nazwe; a jest ustalona liczba, a r i B to

wspólrzedne biegunowe). Jakub Bernoulli nazwal te krzywa spira mirabilis

i chcial miec ja wyrzezbiona na swym grobie w Bazylei. Dlugosc luku spirali od

srodka ukladu wspólrzednych do punktu P, lezacego na niej w odleglosci d od

srodka ukladu, jest skonczona i równa sie d/ cos a.

Kartezjusz interesowal sie tez wlasnosciami cykloidy (jest m.in. autorem

konstrukcji stycznej do tej krzywej). Gdy dumny Roberval doniósl mu w liscie

o swym wzorze na pole pod lukiem cykloidy (371'r2, gdzie r jest promieniem kola,

którego punkt zakresla cykloide), Kartezjusz odpisal, ze wynik

jest ladny i nie zauwazylem go wczesniej, lecz dowód nie sprawilby

trudnosci zadnemu srednio zrecznemu geometrze.

Nam wszystkim pozostaje wybaczyc Kartezjuszowi zgryzliwosc i miec

nadzieje, ze tez zostalibysmy uznani za zrecznych, choc moze tylko srednio.
Pawel STRZELECKI
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