
Opór zastepczy wielokata i zlota
Krzysztof REJMER
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Zlota proporcja w naturalny sposób pojawia sie w wielu zagadnieniach

geometrycznych, ale nie tylko. Opór zastepczy prostej, nieskonczonej sieci

zbudowanej z oporników o jednostkowym oporze (patrz Delta 6/1997) jest

równy wlasnie wspólczynnikowi zlotej proporcji. W przyrodzie mozna ja

odnalezc w zagadnieniu filotaksji. A oto jeszcze jeden przyklad, w którym zlota

proporcja i liczby Fibonacciego pojawiaja sie w naturalny sposób. Z oporników

o jednostkowym oporze zbudowano wielokat w taki sposób, ze oporniki lacza

jego kolejne wierzcholki oraz wierzcholki ze srodkiem. Jaki jest opór takiego

ukladu mierzony miedzy dowolnym z wierzcholków i srodkiem ? Jak sie on

zmienia, gdy liczba wierzcholków dazy do nieskonczonosci?

Ten malo znany problem ma ciekawe rozwiazanie, które przedstawimy dla

wielokatów o nieparzystej liczbie wierzcholków. Rysunek pokazuje dwa

najprostsze takie wielokaty: trójkat i pieciokat wraz z równowaznymi im sieciami

zbudowanymi wylacznie poprzez szeregowe i równolegle laczenie oporników.
Bt

Rozwiazanie zadania M 814.

Niech X bedzie dowolnym punktem

plaszczyzny. Oznaczmy przez neR, t)

liczbe zywych modliszek, które w chwili t

sa w odleglosci nie wiekszej niz R od

punktu X. Latwo sprawdzic, ze

1

2n(,> + 10, t) ::::ner, t + 1),

bo w ciagu minuty modliszka przebywa

najwyzej 10 metrów, a zatem kazda

modliszka, która w chwili (t + 1) znajduje

sie w odleglosci nie wiekszej niz r od X l

w chwili t byla odlegla od X o nie wiecej

niz r + 10, podobnie jak wszystkie

modliszki, które zabila miedzy chwila t

a t + 1 (dlaczego?). Czynnik ~ wyraza
fakt, ze na kazda zywa w chwili t + 1

modliszke przypada co najmniej jedna

zabita miedzy chwila t a t + 1. Zatem

1

71(0, 15) ~ 271(10, 14) ~

1

~ 471(20, 13) ~ ~

< ~71(150, O) <
- 215 -

1 ,,-(150+1)2

~ 32768 ,,- < 1,

czyli po kwadransie zadna modliszka nie

bedzie przebywac w punkcie X. Punkt

ten lTIOZna wybrac dowolnie, co konczy

dowód. (Por. zadania o saloonach

mlecznych z Delty 8/1996.)

a) Wielokaty oporników.

b) Sieci zastepcze oporników. Punkty B i C maja ten sam potencjal, podobnie punkty D i E maja
ten sam potencj al.

Rozwiazanie zadania M 815. Poniewaz

v'2 = \Y4, wiec jeden czynnik iloczynu
znika.

Opór mierzony jest pomiedzy punktami A i O. Równowaznosc wynika

z symetrii; z jej powodu niektóre pary punktów maja ten sam potencjal, a zatem

mozna usunac laczacy je opornik (lub polaczyc je dowolnym oporem) bez

zmiany oporu calosci ukladu. Na rysunku te usuniete oporniki zaznaczone sa

przerywanymi liniami. Oznaczmy przez r operacje obliczania oporu zastepczego

dla dwóch równolegle polaczonych oporników (polega ona na podzieleniu

iloczynu obu oporów przez ich sume), a przez s operacje obliczania oporu

zastepczego dla polaczenia szeregowego (czyli po prostu ich sume). Opory

zastepcze dla pierwszych trzech wielokatów mozna zapisac nastepujaco
l

R3 = Irl = -,
2

l l 5
R5 = 1r-s-rl = -

2 2 11'
l l l l 13

R7 = 1r-s-r-s-rl = -
2 2 2 2 29'

Wielkosc l jest wynikiem równoleglego polaczenia dwóch jednostkowych

oporów. Kolejne operacje w powyzszych ciagach symboli mozna wykonywac

zaczynajac zarówno od lewej, jak i od prawej strony, co widac z symetrii

wyrazen. Nie wolno natomiast zaczac rachunków od srodka wyrazenia; zeby

zrozumiec dlaczego - wystarczy popatrzec na równowazne wielokatom sieci

zastepcze. Mówiac inaczej, istnieja tylko dwa poprawne sposoby rozmieszczenia
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k

a= l-k'
Wartosc oporu dla n + 2-kata jest, zgodnie z tym, co juz powiedzielismy, równa

1 1 3k + l

Rn+2 = a1~2s2rl = -_-o--
W ten sposób, zaczynajac od pierwszego elementu ciagu, dla którego k = 1

i 1= 2, mozemy obliczyc dowolny jego element.

Zwrócmy teraz uwage na nastepujacy ciekawy fakt. Dla obliczonych trzech

oporów zastepczych liczniki ulamków sa liczbami Fibonacciego, natomiast

mianowniki sa sumami liczby poprzedzajacej i nastepujacej w ciagu

Fibonacciego po liczbie bedacej licznikiem. Czy jest to przypadek, czy tez

prawidlowosc? Gdyby to byla prawda dla dowolnego oporu, jego wartosc mozna

by zapisac jako

nawiasów; sa to takie rozmieszczenia, przy których we wnetrzu kazdej pary

nawiasów znajduje sie co najwyzej jedna para nawiasów (oczywiscie, moze ona

zawierac w swoim wnetrzu inna pare) i jedna operacja laczenia oporników.

Zauwazmy, ze kazdy opór zastepczy powyzszego ciagu (oprócz, oczywiscie,

pierwszego) otrzymamy umieszczajac we wnetrzu wyrazenia odpowiadajacego

jego poprzednikowi symbol r~s~ bezposrednio przed koncowym rl (lub ~s~r

bezposrednio po pierwszym 1r). Zapiszmy opór n-kata w postaci ulamka
k

Rn = ar1 = -,
l

gdzie a jest wynikiem operacji poprzedzajacych rl, natomiast k i l sa liczbami

wzglednie pierwszymi (fakt, ze wynik dla dowolnego n jest liczba wymierna, jest

trywialny). Poslugujac sie regulami laczenia oporów w natychmiastowy sposób

mozemy wyrazic a przez k i l

v
tgh,p = c

(dla przejscia miedzy dwiema kolejnymi

gwiazdami). Poniewaz kat hiperboliczny

jest wielkoscia addytywna, wiec

dla przejscia miedzy N-ta gwiazda

a obserwatorenl wynosi on

\]i =N,p,

czyli odpowiednia predkosc wynosi

\I = c . tgh (N Artgh ~ )

Gdy N - 00, to l" ~ c.

R.Qzwiazanie zadania F 456.
Skorzystamy z pojecia kata

hiperbolicznego ,p, który w ukladzie

jednostek, takim ze c i- l, wyraza sie
wzoren1

Rn - Fn _ 1
- Fn+l + Fn-l - 2Fn+l - 1 '

Fn

a zatem dla n dazacego do nieskonczonosci opór dazylby do

1 1

27 -1 - J5'
gdzie 7 jest wspólczynnikiem zlotej proporcji.

Najprostszy sposób sprawdzenia, ze tak jest istotnie, to dowód indukcyjny.

Wiemy, ze dla malych wartosci n opór zastepczy Rn wyraza sie w opisany

sposób przez liczby Fibonacciego. Zalózmy zatem, ze dla pewnego n zachodzi

_ k _ Fn
Rn - - - ------.

l Fn+l + Fn-l

Dla n wiekszego o 2 mamy

3k + l

Rn+2 = 5k +.

Ostatni ulamek przepiszemy w postaci

Fn+2

Fn+2 + 2Fn+1

co konczy dowód.

W przypadku gdy wielokat ma parzysta liczbe wierzcholków, jego opór

zastepczy takze wyraza sie przez liczby Fibonacciego, choc jest to bardziej

zlozona formula. Jednak i wtedy dla n dazacego do nieskonczonosci opór

dazy do ]S. Sprawdzenie tego niech pozostanie cwiczeniem dla dociekliwego
Czytelnika.

W analogiczny sposób mozna obliczyc pojemnosc zastepcza wielokata

zbudowanego z jednakowych kondensatorów o jednostkowej pojemnosci. Znajac

wynik dla wielokata zbudowanego z oporników wynik dla kondensatorów

mozemy podac natychmiast. We wszystkich równaniach musimy zastapic ~
przez 2 oraz zamienic miejscami r i s, a ostateczny wynik, czyli pojemnosc

zastepcza to, oczywiscie, J5.

N a koniec pozostaje jeszcze dodac, ze zaprezentowany tu sposób obliczenia

zastepczego oporu zostal podany przez Kanadyjczyka Roberta H. Marcha.
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