Ciggle wersje zasady szufladkowej Dirichleta

Zasada szufladkowa Dirichleta w najprostszej wersji
glosi, ze gdy w n szufladach jest przynajmniej n + 1
przedmiotéw, to w pewnej szufladzie sa co najmniej
dwa przedmioty. Fakt jest oczywisty, a przy tym
niezmiernie uzyteczny — nie sposéb zliczyé, ile razy
wkraczajacy, niby Deus ez machina, w rozwiazania
roznych probleméw.

Zapewne wiele os6b uwaza zasade szufladkowa
Dirichleta za narzedzie, ktérego zastosowania
ograniczaja sie do matematyki dyskretnej czy wrecz
tylko do rozwiazywania zadan olimpijskich uktadanych
ku pognebieniu zarozumialych geniuszy. Niemniej
jednak w wielu rozumowaniach pojawiajacych

sie w bardzo réznych dzialach matematyki,

w sytuacjach, gdzie na pierwszy rzut oka ani szuflad,
ani przedmiotéw nie widaé, mozna sie doszukaé
analogii z zasada szufladkowa Dirichleta. Trzeba tylko
odpowiednio elastycznie mysleé o tym, co ma byé
przedmiotem, a co szuflada, 1 jak te obiekty liczyé lub
racze] mierzycé. Oto trzy przyklady, wszystkie dobrze
znane.

Przyklad 1. Udowodnimy, ze gdy pomaluje sie
ponad polowe powierzchni sfery, to bedzie istniala
taka $rednica, ktéra ma pomalowane oba kofice.
Gdyby tak nie bylo, to przy wykonywaniu symetrii
srodkowej wzgledem $rodka sfery punkt pomalowany
zawsze trafialby na punkt nie pomalowany.

Zatem, symetryczny obraz N zbioru P wszystkich
pomalowanych punktéw sfery skladalby sie wylacznie
z punktéw nie pomalowanych. Zbiory P i N sa wiec
rozlaczne, maja réwne pola, i mieszcza sie razem

na sferze. To jednak nie jest mozliwe, gdy pole P
przekracza polowe pola powierzchni sfery.

Mozna tez udowodnié (prosze sprébowad), ze jesli
sfere malowalismy 2n razy, za kazdym razem malujac
polowe jej powierzchni, to istnieje punkt, ktéry
pomalowaliémy przynajmniej n razy.

Przyklad 2. Udowodnimy stawne twierdzenie
Poincarégo o powracaniu. Zalézmy, ze D jest
ograniczonym obszarem przestrzeni euklidesowej,
aT:D — D odwzorowaniem ciaglym, wzajemnie
Jjednoznacznym i zachowujacym miare Lebesgue’a
(komu sie stowa miara Lebesgue’a nie podobaja, niech
my$li o objetoSci w przestrzeni tréjwymiarowej).
Ostatni warunek oznacza, ze dla dowolnego P C D
zbiory P i T(P) maja réwne miary. Twierdzenie

o powracaniu orzeka, ze w dowolnym zbiorze otwartym
U C D znajdzie si¢ punkt z, ktéry pod dziataniem
iteracji przeksztalcenia T powraca do U, to znaczy,
dla pewnego n naturalnego mamy 7™ (z) € U. A oto
dowdd. Wszystkie zbiory

U, TU), TTW), ..., T"U),
sa zawarte w D 1 maja te sama (dodatnia)
miare. Zatem, nie moga by¢ parami rozlaczne,
bo w przeciwnym razie nie pomiescityby sie

w ograniczonej szufladzie D. Dla pewnych k& > [

przecigcie T*(U) N T (U) jest wiec niepuste, czyli
przeciecie U N T*~!(U) tez jest niepuste. To zas
Jjest juz tylko przeformulowana teza twierdzenia
o powracaniu.

Sita powyzszego dowodu lezy w jego ogdlnosci.
Korzysta sie w nim jedynie z tego, ze przeksztalcenie
T zachowuje pewng miare (np. objetoéé), oraz

z faktu, ze w szufladzie ograniczonej miary nie zmieéci
sie nieskoiiczenie wiele jednakowych przedmiotdw

o dodatniej mierze.

W mechanice teoretycznej wspomina sie zazwyczaj
o zaskakujacych konsekwencjach twierdzenia
Poincarégo. Na przyktad, kostka rozpuszczonego

w herbacie cukru powinna po pewnym czasie wrdcié
niemal do wyjsciowego stanu.

Wyjasnienie tego paradoksalnego stwierdzenia lezy

w tym, Ze — nawet przy zalozeniu, iz mechanika
klasyczna dokladnie opisuje zachowanie wielkiej liczby
czgstek wodnego roztworu sacharozy — wspomniany
pewien czas jest dluzszy od czasu istnienia
Wszechéwiata. Z punktu widzenia zaé mechaniki
statystycznej jest to jedynie warto§é oczekiwana czasu,
ktéry powinien uplynaé, by przynajmniej raz zaszlto
znikomo prawdopodobne zdarzenie losowe polegajace
na zestaleniu sie rozpuszczonej kostki cukru.

Przyklad 3. Liczby z odcinka [0, 1] wrzucamy do
réznych szuflad w ten sposéb, by do tej samej szuflady
wpadaly wszystkie pary liczb, ktérych réznica jest
liczba wymierna (prosze sie zastanowié, dlaczego to
poprawny przepis). Nastepnie tworzymy zbiér Z, ktéry
zawiera dokladnie jedna liczbe z kazdej szuflady.

Ustawmy teraz wszystkie liczby wymierne z przedziatu
[-—-1, 1] w Clqg wy, Wa, Wa,..,. Obrazy Zl, Zg Z3, e
zbioru Z w przesunieciach o wektory wy, ws, ws, ... sa
roztaczne — w przeciwnym przypadku znalezlibydmy
dwa elementy Z o wymiernej réznicy, wbrew
zalozeniu, ze elementy zbioru Z pochodza z réznych
szuflad. Suma S wszystkich zbioréw Z; mieéci sie,
oczywiscie, cala w przedziale [—1, 2]. Poniewaz
wszystkie poprzesuwane kopie Z; zbioru Z maja

taka sama dlugoéé, jak Z, a jest ich nieskonczenie
wiele, oznacza to, ze zbiér Z powinien mieé¢ dtugosé
(8cidlej, miare Lebesgue’a) réwna zeru. Skoro tak,

to zbiér S powinien takze mieé zerowa dlugosé:

S| = |Z1] + | Z2| + |1Z3| +--- = 0.

Z drugiej strony, suma roztacznych, poprzesuwanych
kopii zbioru Z zawiera caly przedzial [0,1] (bo
kazdg liczbe z tego przedzialu wrzuciliémy do ktérejs
szuflady). Zatem dlugosé zbioru S powinna by¢ nie
mniejsza od 1.

Skad sprzecznodc? Z prostego powodu: nie kazdemu
podzbiorowi odcinka mozna w rozsadny sposéb
przypisaé liczbe, ktéra bedzie jego dlugoécia (miara
Lebesgue’a). Méwiac inaczej, nie kazdy podzbidr

odcinka [0, 1] jest mierzalny.
P.S.



