
Ciagle wersje zasady szufladkowej Dirichleta

Zasada szufladkowa Dirichleta w naj prostszej wersji

glosi, ze gdy w n szufladach jest przynajmniej n + 1

przedmiotów, to w pewnej szufladzie sa co najmniej

dwa przedmioty. Fakt jest oczywisty, a przy tym

niezmiernie uzyteczny - nie sposób zliczyc, ile razy

wkraczajacy, niby Deus ex machina, w rozwiazania

róznych problemów.

Zapewne wiele osób uwaza zasade szufladkowa

Dirichleta za narzedzie, którego zastosowania

ograniczaja sie do matematyki dyskretnej czy wrecz

tylko do rozwiazywania zadan olimpijskich ukladanych

ku pognebieniu zarozumialych geniuszy. Niemniej

jednak w wielu rozumowaniach pojawiajacych

sie w bardzo róznych dzialach matematyki,

w sytuacjach, gdzie na pierwszy rzut oka ani szuflad,

ani przedmiotów nie widac, mozna sie doszukac

analogii z zasada szufladkowa Dirichleta. Trzeba tylko

odpowiednio elastycznie myslec o tym, co ma byc

przedmiotem, a co szuflada, i jak te obiekty liczyc lub

raczej mierzyc. Oto trzy przyklady, wszystkie dobrze
znane.

Przyklad 1. Udowodnimy, ze gdy pomaluje sie

ponad polowe powierzchni sfery, to bedzie istniala

taka srednica, która ma pomalowane oba konce.

Gdyby tak nie bylo, to przy wykonywaniu symetrii

srodkowej wzgledem srodka sfery punkt pomalowany

zawsze trafialby na punkt nie pomalowany.

Zatem, symetryczny obraz N zbioru P wszystkich

pomalowanych punktów sfery skladalby sie wylacznie

z punktów nie pomalowanych. Zbiory P i N sa wiec

rozlaczne, maja równe pola, i mieszcza sie razem

na sferze. To jednak nie jest mozliwe, gdy pole P

przekracza polowe pola powierzchni sfery.

Mozna tez udowodnic (prosze spróbowac), ze jesli

sfere malowalismy 2n razy, za kazdym razem malujac

polowe jej powierzchni, to istnieje punkt, który

pomalowalismy przynajmniej n razy.

Przyklad 2. Udowodnimy slawne twierdzenie

Poincarego o powracaniu. Zalózmy, ze D jest

ograniczonym obszarem przestrzeni euklidesowej,

a T : D -+ D odwzorowaniem ciaglym, wzajemnie

jednoznacznym i zachowujacym miare Lebesgue'a

(komu sie slowa miara Lebesgue'a nie podobaja, niech

mysli o objetosci w przestrzeni trójwymiarowej).

Ostatni warunek oznacza, ze dla dowolnego P C D

zbiory P i T(P) maja równe miary. Twierdzenie

o powracaniu orzeka, ze w dowolnym zbiorze otwartym

U C D znajdzie sie punkt x, który pod dzialaniem

iteracji przeksztalcenia T powraca do U, to znaczy,

dla pewnego n naturalnego mamy Tn (x) E U. A oto

dowód. Wszystkie zbiory

U, T(U), T(T(U)), ... , Tn(U),

sa zawarte w D i maja te sama (dodatnia)

miare· Zatem, nie moga byc parami rozlaczne,

bo w przeciwnym razie nie pomiescilyby sie

w ograniczonej szufladzie D. Dla pewnych k > l
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przeciecie Tk (U) nT1 (U) jest wiec niepuste, czyli

przeciecie U n Tk-l(U) tez jest niepuste. To zas

jest juz tylko przeformulowana teza twierdzenia

o powracamu.

Sila powyzszego dowodu lezy w jego ogólnosci.

Korzysta sie w nim jedynie z tego, ze przeksztalcenie

T zachowuje pewna miare (np. objetosc), oraz

z faktu, ze w szufladzie ograniczonej miary nie zmiesci

sie nieskonczenie wiele jednakowych przedmiotów

o dodatniej mierze.

W mechanice teoretycznej wspomina sie zazwyczaj

o zaskakujacych konsekwencjach twierdzenia

Poincarego. Na przyklad, kostka rozpuszczonego

w herbacie cukru powinna po pewnym czasie wrócic

niemal do wyjsciowego stanu.

Wyjasnienie tego paradoksalnego stwierdzenia lezy

w tym; ze - nawet przy zalozeniu, iz mechanika

klasyczna dokladnie opisuje zachowanie wielkiej liczby

czastek wodnego roztworu sacharozy - wspomniany

pewien czas jest dluzszy od czasu istnienia

Wszechswiata. Z punktu widzenia zas mechaniki

statystycznej jest to jedynie wartosc oczekiwana czasu,

który powinien uplynac, by przyna,jmniej raz zaszlo

znikomo prawdopodobne zdarzenie losowe polegajace

na zestaleniu sie rozpuszczonej kostki cukru.

Przyklad 3. Liczby z odcinka [0,1] wrzucamy do

róznych szuflad w ten sposób, by do tej samej szuflady

wpadaly wszystkie pary liczb, których róznica jest

liczba wymierna (prosze sie zastanowic, dlaczego to

poprawny przepis). Nastepnie tworzymy zbiór Z, który

zawiera dokladnie jedna liczbe z kazdej szuflady.

Ustawmy teraz wszystkie liczby wymierne z przedzialu

[-1,1] w ciag Wl, W2, Wa,· .. Obrazy ZI, Z2 Za, .

zbioru Z w przesunieciach o wektory Wl, W2, Wa, sa

rozlaczne - w przeciwnym przypadku znalezlibysmy

dwa elementy Z o wymiernej róznicy, wbrew

zalozeniu, ze elementy zbioru Z pochodza z róznych

szuflad. Suma S wszystkich zbiorów Zi miesci sie,

oczywiscie, cala w przedziale [-1,2]. Poniewaz

wszystkie poprzesuwane kopie Zi zbioru Z maja

taka sama dlugosc, jak Z, a jest ich nieskonczenie

wiele, oznacza to, ze zbiór Z powinien miec dlugosc

(scislej, miare Lebesgue'a) równa zeru. Skoro tak,

to zbiór S powinien takze miec zerowa dlugosc:

ISI = IZd + IZ21 + IZal + ... = o.

Z drugiej strony, suma rozlacznych, poprzesuwanych

kopii zbioru Z zawiera caly przedzial [0,1] (bo

kazda liczbe z tego przedzialu wrzucilismy do którejs

szuflady). Zatem dlugosc zbioru S powinna byc nie

mniejsza od 1.

Skad sprzecznosc? Z prostego powodu: nie kazdemu

podzbiorowi odcinka mozna w rozsadny sposób

przypisac liczbe, która bedzie jego dlugoscia (miara

Lebesgue'a). Mówiac inaczej, nie kazdy podzbiór

odcinka [0,1] jest mierzalny.
P.S.


