
Laplace udowodnil to twierdzenie pózniej, nie powoluj ac sie na poprzednika):

( 5n - np ) 1 Jb .<2p a < < b -+ m= e- "2 dx ,y'npq v27r
a

l· 5n - Rn 1lm sup -~-_-_-_-_-_-H-__-_ =
n-oo y'2n log log n

z prawdopodobienstwem 1. Oczywiscie ze wzgledu na symetrie

l· . f 5n - Rn 11111 m --;:==== = - .
n_oo y'2n log log n

Jest to tzw. prawo iterowanego logarytmu (Chinczyn, 1924).

gdy n -+ 00. Innymi slowy, s";iP ma asymptotycznie rozklad normalny
(g aussowski ) .

Zalózmy teraz, ze moneta jest symetryczna, czyli p = ~.Czy róznica

miedzy liczba orlów i reszek bedzie ograniczona? Poslugujac sie, na

przyklad, twierdzeniem de Moivre'a-Laplace'a mozna udowodnic,

ze z prawdopodobienstwem 1 tak nie bedzie. Malo tego, wartosc bezwzgledna

róznicy jest w pewnym sensie rzedu y'n log log n, a dokladniej, jesli Rn oznacza

liczbe reszek, to

Rozwiazanie zadania M 830.

Skoro n 2 + 1997n = (n + k)2 dla pewnego

naturalnego k, to 1997n = 2nk + k2

Stad k ::: 998, a wtedy

1997n ::: 2·9981/ + 9~182,

czyli n ::: 9982

Z drugiej strony

(9982)2 + 1997· (9982) =

= (9982)2 + 2 . 998 (9982) + 9982 =

= (9982 + 998)2

Szukana liczba jest wiec 998.

Wobec tego 5n - Rn bedzie powracac do zera nieskOllczenie wiele razy

z prawdopodobiellstwem 1. Jednak sredni czas oczekiwania na powrót do zera

/ jest nieskonczony.
, ." I na zakonczenie dosc paradoksalny wynik: jesli rzucamy symetryczna moneta

n razy i zapisujemy kolejne wartosci 5k - Rk dla k = 1,2, ... , n, czyli przewage

orlów nad reszkami, to okazuje sie, ze jest mala szansa na to, 'by dodatnie

i ujemne róznice pojawily sie z grubsza tyle samo razy. Przeciwnie, typowy

wynik to taki, ze orly (lub reszki) prowadza przez wiekszosc czasu. Mozna

wyliczyc asymptotyczny rozklad dla czasu prowadzenia (prawo arcusa sinusa,

P. Levy, 1939): niech Tn oznacza czas, przez jaki prowadzi orzel w serii

n rzutów. Wtedy
t

l, p(Tn ) J 1 d 2arcsinVt
lm - < t = --:==== t = -----

n_oo n 7rVt(l - t) 7r
o

Teraz widac druga niewatpliwa zalete doswiadczenia polegajacego na rzutach

moneta: umozliwia ono dokonanie przegladu podstawowych twierdzen rachunku

prawdopodobienstwa.

Grudzien

Przez caly grudziell zblizamy sie jeszcze do Slollca,

co nie przeszkadza, ze robi sie coraz zimniej. Bowiem

o warunkach klimatycznych decyduje nie odleglosc

Ziemi od Slonca, zmniejszajaca sie zreszta w bardzo

malych granicach, lecz naslonecznienie, a to okreslone

jest przez pore roku, czyli polozenie Slollca na

ekliptyce (por. Patrz w niebo, str. 17). Na poludniowej

pólkuli Ziemi jest "odwrotnie", tzn. konczy sie

wiosna i zbliza sie lato. Swieta Bozego Narodzenia

sa jednak na calym swiecie jednoczesnie, dlatego

np. Australijczycy beda - jak zwykle - chodzic

z malymi choinkami na plaze. I tylko Swiety Mikolaj

bedzie mial klopoty z podrózowaniem na saniach.

Zima zaczyna sie (u nas) 21 XII o godz. 21:07, Slonce

wstepuje wtedy w znak Koziorozca. Dni beda sie juz

wydluzac, ale mrozy zapewne jeszcze przed nami,

gdyz Slonce musi wzniesc sie zdecydowanie wyzej,

by móc ogrzac wyziebiony grunt. W Koziorozcu lub

w jego poblizu znajduja sie w grudniu trzy planety:

Wenus, Mars i Jowisz, dosc wczesnie wiec zachodza

po zachodzie Slonca, przy czym Wenus w polowie

miesiaca osiaga maksimum jasnosci. Saturn w Rybach

widoczny jest w pierwszej polowie nocy. Pelnia

Ksiezyca wypada 14 XII. Ksiezyc bardzo zblizy sie

do Saturna g XII i do Aldebarana 13 XII, ale oba te

zblizenia dla nas wypadaja w ciagu dnia.
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