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Maslem na dól

Zlosliwosc przedmiotów martwych jest tematem wielu celnych powiedzonek

sformulowanych w stylu szczególnych "praw przyrody" - praw Murphy'ego [1].

Jedno z powszechniej znanych wyraza przekonanie, ze spadajace kanapki

zawsze laduja maslem do podlogi. Problem ten byl, oczywiscie, przedmiotem

analiz, a nawet zostal uogólniony na "dowolny wszechswiat" [2]. Doswiadczenia

przeprowadzone w rozmaitych warunkach oraz obliczenia pozwalaja

zweryfikowac poglad o zlosliwosci kanapki jako zbyt pesymistyczny.

Na sposób upadku kanapki ma wplyw bardzo wiele czynników: jej ksztalt, masa,

moment bezwladnosci, wlasnosci sprezyste, sposób odkladania, stan powierzchni

stolu i jego wysokosc. Niektóre z nich trudno kontrolowac, wiec aby poprawic

nieco powtarzalnosc wyników, do eksperymentów dobrze jest uzyc kromek

o regularnym ksztalcie, na przyklad z pumpernikla.

Podstawowe cechy zachowania sie spadajacej kanapki mozna poznac dzieki

symulacji numerycznej. Poniewaz niektóre z wymienionych czynników sa trudne

do ujecia w rachunkach, przyjmiemy tu uproszczony model kanapki w ksztalcie

cienkiego, sztywnego prostopadloscianu, z wyrózniona ("posmarowana") górna

sciana. Uscislimy tez warunki, w jakich dochodzi do upadku kanapki.

PRZYPADEK 1. Kladziemy nieostroznie kanapke na stole, poziomo, i tak, ze jej

srodek ciezkosci wystaje poza jego krawedz. Zakladamy przy tym, ze robimy to

bardzo powoli (jak zwykle zamysleni albo zaczytani).

PRZYPADEK 2. Tracamy z rozmachem kanapke lezaca na stole, tak, ze zaczyna

sunac po powierzchni w kierunku prostopadlym do krawedzi (rzut poziomy

kanapka)·

Ograniczymy sie do przypadków, w których krótsza krawedz podstawy jest

zawsze równolegla do krawedzi stolu. Warunki poczatkowe okreslone sa

odlegloscia D srodka ciezkosci od krawedzi (w przypadku 1) lub predkoscia

poczatkowa srodka Vo w momencie mijania krawedzi (w przypadku 2).

Przyjmiemy parametry kanapki przygotowanej

z pumpernikla: szerokosc 8 cm, dlugosc 11,5 cm,

grubosc 0,6 cm, masa 40 g. Wspólczynnik tarcia

o stól f mozna wziac z przedzialu od 0,5 (gladki blat)

do 1,3 (lniany obrus). Wybierzmy typowa wysokosc
stolu 80 cm.
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Rys. 1. Zaleznosc kata upadku CI od polozenia poczatkowego D

dla wspólczynników tarcia 0,5 i 1,3. Strzalki pokazuja

stwierdzone doswiadczalnie sposoby ladowania kanapki przy

spadku z drewnianego blatu.

o 2 3

D[cm]

4 5

W ruchu kromki powoli odkladanej (przypadek 1)

mozna wyróznic nastepujace etapy:

- obrót wokól krawedzi stolu,

- zsuwanie sie polaczone z obrotem w stalym

kontakcie z krawedzia, która pelni role chwilowej osi

obrotu,

- lot swobodny (opór powietrza pomijamy)

z jednostajnym obrotem.
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Rys. 2. Upadek maslem na dól;

D = 0,2 cm, f = 1,3.

Podczas spadku kanapki stracanej (przypadek 2) pierwszy etap nie wystepuje.

Zderzenie z podloga traktujemy jako doskonale niesprezyste. Kanapka upadnie

wiec na podloge strona posmarowana, gdy zdazy przyjac polozenie okreslone

katem wiekszym niz 7r/2, ale nie przekraczajacym 37r/2. (Ogólnie - gdy kat

upadku pochodzi z przedzialów ((2n + 1)7r/2, (2n + 3)7r/2), n = 1,2, ... Kat

mierzymy wzgledem plaszczyzny stolu. Jego wartosci przyjmowane podczas

spadku rozpoczynajacego sie od pozycji poziomej definiujemy jako dodatnie.)

Z obliczen (a takze z obserwacji) wynikaja nastepujace prawidlowosci.

W PRZYPADKU 1

- kanapka upada maslem na dól przy dostatecznie malych lub dostatecznie

duzych wartosciach D, a maslem do góry - przy wartosciach posrednich,

- przedzial odleglosci D, przy których kanapka upada maslem do góry, poszerza

sie przy wzroscie tarcia.

Mozna rozwazyc uogólnienie przypadku 1: odkladanie kanapki nie poziomo,

lecz ukosnie. Warunki poczatkowe zadane sa wtedy katem poczatkowymao

oraz parametrem D, który okresla w tych przypadkach polozenie srodka

ciezkosci w chwili, gdy kanapka styka sie po raz pierwszy z krawedzia stolu.

Dwie mozliwosci - nachylenie pod katem dodatnim i ujemnym - daja istotne

róznice w zachowaniu sie kanapki wzgledem wariantu poziomego:

- zadarcie konca kanapki do góry (ao < O) sprzyja jej obrotowi, a wiec upadkowi

maslem do góry,

- pochylenie konca ku dolowi (ao > O) ogranicza obrót i moze doprowadzic do

upadku maslem na dól.

Rys. 3. Upadek maslem do góry;

D = 2 cm, f = 0,5.
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Rys. 4. Upadek maslem na dól;

D = 4 cm, f = 0,5.

Rys. 5. Upadek maslem do góry

kanapki odkladanej ukosnie pod

katem 0'0 = -0,3 rad; D = 0,2 cm, f = 1,3.
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Rys. 6. Upadek maslem na dól

kanapki odkladanej ukosnie pod

katem ao = 0,3 rad; D = 2 cm,

f = 0,5.
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Rozwiazanie zadania F 482.

Jesli zaniedbamy opóznienie w ukladzie

elektronicznym, to mozemy prosto

oszacowac, ze okres drgan odpowiada

czasowi potrzebnemu na przebycie

przez dzwieki drogi z glosnika do

mikrofonu. Oznaczajac predkosc dzwieku

przez v = 340 m/s, otrzymujemy,

ze czestotliwosc powstalego dz.wieku

wynosi v ~ v/l = 113 Hz.

Rys. 7. Lot kanapki straconej z predkoscia; Vo = 150 cm/s, f = 0,5.

W PRZYPADKU 2

- istnieje graniczna predkosc, ponizej której kanapka upada maslem na dól.

W naszym przypadku wynosi ona okolo 85 cm/s przy f = 0,5,

- im wieksza predkosc, tym krócej kanapka styka sie z krawedzia stolu, tym

mniej czasu ma na nabranie predkosci katowej i upada pod tym mniejszym

katem - tyle ze daleko.

Prawidlowosci te sa zilustrowane rysunkami 1-7.

Podsumowanie uzyskanych wyników pozwala wysnuc wniosek, ze okazji do

wyladowania maslem do góry kanapka ma wiele. Zla opinia o przebiegu tego

zjawiska ma swoje uzasadnienie raczej w psychicznym nastawieniu, sklaniajacym

nas do zwracania wiekszej uwagi na zdarzenia niekorzystne.

Mala Delte przygotowal Grzegorz DER FEL

Rozwiazanie zadania M 855.

Wezmy pod uwage liczby n, n + 1, n + 2, ... , n + 10. Wtedy n2 + (n + 1)2 + ... + (n + 10)2 =

= 11n2 + 110n + 385 = 11(n2 + lOn + 35). Jak latwo zauwazyc, liczba n2 + lOn + 35 musi byc

podzielna przez 11. Nietrudno sprawdzic, ze wtedy n musi byc postaci 11k + 5 lub 11k + 7. Np. dla

n = 11k + 5 mamy 11(n2 + lOn + 35) ~ 112(11k2 + 20k + 10). Teraz mozna juz próbowac trafic: k = 1

nie pasuje, k = 2 tez, ale za to k = 3 jest wysmienite - istotnie 11 . 32 + 20 ·3+ 10 = 132

A wiec ostatecznie mamy przyklad: 382 + 392 + ... + 482 = (11 . 13)2 Czy jedyny?

Uwaga. Proponuje Czytelnikom nastepujace rozwiniecie problemu: Udowodnic, ze dla 2 < n < 11

nie istnieje n kolejnych liczb naturalnych, których suma kwadratów jest tez kwadratem liczby

naturalnej.

Da sie to zrobic w skonczonym czasie.
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