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Rozwiazanie zadania M 877.
Z zalozenia a + b + e = O mamy

(a + b)3 = (_e)3, a dalej

a3 + b3 + e3 = -3ab(a + b) = 3abe.

Podobnie x3 + y3 + z3 = 3:e!j;.

Dzielac otrzymane równosci stronami,

otrzymujemy teze zadania.

Zagadnienie czterech barw i zwiazane z nim problemy kolorowania map (czy

tez, jesli ktos woli bardziej fachowa terminologie, grafów) to ciekawy temat,

o którym pisalismy juz w Delcie, m.in. w numerze 5/1996. Jak wiadomo,

podany w 1976 roku przez Hakena i Appela dowód twierdzenia o czterech

barwach nalezy do najbardziej kontrowersyjnych osiagniec matematyki

dwudziestowiecznej, ze wzgledu na wykorzystanie w nim komputerów na

niespotykana wczesniej skale. Dowód ten nadal nowy sens pytaniom o to,

czym wlasciwie jest dowodzenie i czy kazde rozumowanie matematyczne

mozna - poswieciwszy na to odpowiednio duzo czasu - starannie przesledzic

i sprawdzic.

Dla tych, którzy w twierdzenie o czterech barwach nie wierza, mamy dobra

wiadomosc. Otóz przed dwoma laty pojawil sie nowy dowód tego wyniku,

równiez wykorzystujacy komputer, ale w sposób istotnie mniej skomplikowany

od tego, co robili Haken i Appel. Jego autorami sa panowie: Robertson, Sanders,

Seymour i Thomas z Atlanty. Jak pisza we wstepie do swojej pracy, zamierzali

- glównie dla spokoju wlasnych sumien - sprawdzic dowód Appela i Hakena,

lecz szybko ten zamiar porzucili, stwierdzajac, ze znacznie latwiej bedzie znalezc

nowy, niezalezny dowód.

Kto szuka, ten znajdzie: praca wspomnianych czterech autorów, która otwiera

tom 70 Journal oj Combinatorial Theory z 1997 roku, liczy wraz z ilustracjami

43 strony tekstu, napisanego stosunkowo elementarnym jezykiem. Dwa sposród

licznych lematów o kombinatorycznym charakterze zostaly dowiedzione

z pomoca komputera, lecz, po pierwsze, setka godzin pracy duzej maszyny,

której potrzebowali Appel i Haken, zostala zastapiona mniej wiecej trzema

godzinami pracy przecietnej stacji roboczej, a po drugie, skrócenie czasu

oblicze!l nie jest jedynie wynikiem postepu w szybkosci procesorów. Szczególowe

wydruki z dowodami wspomnianych dwóch lematów zajelyby mniej wiecej jeden

rocznik Delty, mozna wiec sobie wyobrazic, ze odpowiednio zaciety czlowiek

zdolalby je samodzielnie przeczytac i sprawdzic. W przypadku dowodu Hakena

i Appela taka operacja bylaby raczej nie do pomyslenia.

Oba komputerowe dowody twierdzenia o czterech barwach zawieraja w istocie

pewien algorytm kolorowania kazdej mapy. Dowód Hakena i Appela prowadzi

do algorytmu kolorowania, który dziala w czasie proporcjonalnym do czwartej

potegi liczby panstw na mapie. Natomiast dowód Robertsona, Sandersa,

Seymoura i Thomasa daje algorytm, który mape zlozona z p panstw pozwala

pokolorowac w czasie rzedu p2, a wiec nieporównanie szybciej.

Miedzy starym i nowym dowodem jest jeszcze jedna, dosc istotna róznica.
Nowy zostal szybko sprawdzony przez recenzentów, którzy zapedzili swych

doktorantów do niezaleznego napisania niezbednych programów, sprawdzajacych

poprawnosc wspomnianych dwóch lematów - z pozytywnym skutkiem. Ponadto,

kazdy zainteresowany moze poznac wszystkie szczególy dowodu: wystarczy

siegnac po J01trnal oj Combinatorial Theory, a wszystkie programy i dodatkowe

informacje sciagnac z serwera ftp.math.gatech. edu, z dostepnego dla

publicznosci katalogu pub/users/thomas/four.

Dla tych, którzy sadza, ze z kolorowaniem map wiaza sie jedynie rozumowania

zawile, udowodnimy w dosc prosty sposób, iz kazda mape na plaszczyznie

mozna dobrze pomalowac piecioma barwami. Slowo dobrze tu i dalej oznacza:

w taki sposób, by kazde dwa panstwa, które maja wspólny odcinek granicy,

byly róznego koloru. Nie bedziemy rozwazac map, tylko graf y: panstwa beda

wierzcholkami grafu, a dwa wierzcholki laczymy krawedzia wtedy i tylko wtedy,

gdy odpowiadajace im panstwa granicza ze soba. Zalozymy oczywiscie, ze graf

jest splaszczalny, tzn. mozna go narysowac na kartce papieru tak, by zadne dwie

krawedzie nie przecinaly sie. Graf jest pokolorowany dobrze, gdy kazda krawedz

ma konce róznych kolorów.
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Podany nizej dowód indukcyjny znalazl piec lat temu

Carsten Thomassen. Zeby ulatwic sobie zadanie,

wzmocnimy nieco teze. Przypuscimy, po pierwsze,

ze dla kazdego wierzcholka w grafu G podana

jest pewna lista Lw róznych barw, których mozna

uzyc do kolorowania tego wierzcholka. Dla róznych

wierzcholków listy moga byc rózne, co, jak pokazuje

przyklad na rysunku 1, wcale nie ulatwia kolorowania.

Rys. 1. Tzw. g,"aJ dwudzielny 1('.4 mozna dobrze pokolorowac

dwiema barwami (lewa czesc rysunku). Jednak, gdy dla kazdego

wierzcholka podamy z góry liste dwóch kolorów, to dobre

kolorowanie moze nie istniec (prawa czesc rysunku): w podanym

przykladzie kazda para barw, które mozna wybrac do pomalowania

dwóch górnych wierzcholków, stanowi zarazem liste barw dla

jednego z dolnych wierzcholków, co jest przyczyna nieuchronnego
konfliktu kolorów.

a

Rys. 2. Kolorowa linia to obwód grafu G.

Wierzcholki oznaczone czarnymi

kropkami znajduja sie we wnetrzu grafu.

Krawedzie dziela wnetrze grafu na

trójkaty.

a

Gz

Rys. 3. Krawedz w 1 w, to cieciwa.

a

Rys. 4

Po drugie, zalozymy, ze dla kazdego wierzcholka w na

obwodzie grafu (prosze spojrzec na rysunek 2) lista Lw

zawiera trzy kolory, a dla kazdego wierzcholka w we

wnetrzu grafu - piec kolorów. Po trzecie, zalozymy,

ze wybrane dwa sasiednie wierzcholki a i b, które

leza na obwodzie grafu, juz zostaly pokolorowane

odpowiednio kolorami A i B, przy czym A =I- B. Po

czwarte wreszcie, zalozymy bez zmniejszenia ogólnosci, ze krawedzie dziela

wnetrze grafu na "trójkaty". (Gdyby tak nie bylo, zawsze mozna dodac nowe

krawedzie, pokolorowac tak uzyskany graf, a potem dodane krawedzie wytrzec

- stary graf tez bedzie dobrze pokolorowany.)

Przez indukcje wzgledem liczby wierzcholków udowodnimy, ze wierzcholki

kazdego grafu G, który spelnia cztery powyzsze zalozenia, mozna dobrze

pokolorowac, kolorujac kazdy wierzcholek w pewnym kolorem z jego listy Lw.

Poczatek jest banalny: gdy graf ma tylko trzy wierzcholki, teza jest oczywista.

Zalózmy wiec, ze teza zachodzi dla kazdego grafu, który ma nie wiecej niz n

wierzcholków. Pokazemy, ze jesli G ma n + 1 wierzcholków, to twierdzenie tez
zachodzi.

Rozwazymy dwa przypadki. Zalózmy najpierw, ze graf G ma cieciwe, to znaczy

krawedz, która laczy dwa niesasiednie wierzcholki Wl i W2 polozone na obwodzie

grafu (prosze spojrzec na rysunek 3).

Cieciwa dzieli graf G na dwie czesci, Gl i G2; kazda z tych czesci ma nie

wiecej niz n wierzcholków. Przyjmijmy, ze wierzcholki a i b leza na obwodzie

czesci Gl (byc moze którys z nich pokrywa sie z Wl lub W2 - w niczym to nam

nie przeszkadza). Korzystajac z zalozenia indukcyjnego, kolorujemy graf Gl.

Wierzcholki Wl i W2, które sa sasiednimi wierzcholkami obwodu grafu G2,

zostaly pokolorowane róznymi kolorami. Mozemy wiec powtórnie skorzystac

z zalozenia indukcyjnego i pokolorowac graf G2. To konczy dowód kroku

indukcyjnego w przypadku, gdy graf G ma cieciwe.

Zalózmy teraz, ze G nie ma cieciwy. Niech Wl bedzie wierzcholkiem, który na

obwodzie grafu G sasiaduje z a (i jest rózny od b, patrz rysunek 4), W2 zas

- róznym od a sasiadem Wl na obwodzie grafu. Konce krawedzi wychodzacych

z wierzcholka Wl oznaczmy przez Vl, V2, ... , Vm. Wierzcholki a i W2 polaczone

sa lamana aVl V2 ... Vm W2, na rysunku zaznaczona kolorem.

N a liscie Lw 1 kolorów dopuszczalnych dla wierzcholka Wl mamy trzy barwy. Od

A, czyli od danej barwy wierzcholka a, róznia sie przynajmniej dwie z nich.

Dla ustalenia uwagi oznaczmy je C i D. Wykreslmy C i D z list kolorów

wierzcholków Vl, V2, ... , Vm. Nowa lista kolorów kazdego z tych wierzcholków

bedzie zawierala (przynajmniej) trzy pozycje.

Niech G' bedzie grafem, który powstaje z G przez usuniecie wierzcholka Wl

i wszystkich wychodzacych zen krawedzi. Poniewaz G' ma n wierzcholków, wiec

na mocy zalozenia indukcyjnego mozemy dobrze pokolorowac G' (uzywajac

do kolorowania Vl, V2, ... , Vm kolorów z nowych, mniejszych list). Zeby

pokolorowac caly graf G, trzeba jeszcze tylko wybrac kolor dla wierzcholka Wl.

Nie jest to jednak klopot, bowiem przynajmniej jeden z kolorów C i D jest

rózny od koloru, którym zostal pomalowany wierzcholek W2. To spostrzezenie

konczy dowód w drugim przypadku.
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A co byloby, gdybysmy dla kazdego wierzcholka grafu mieli podana pewna liste

czterech barw? Otóz, mogloby sie wówczas okazac, ze grafu nie da sie dobrze

pokolorowac. Najmniejszy znany przyklad takiej sytuacji wymaga narysowania

zawilego grafu, który ma ponad pól setki wierzcholków. Byc moze niektórym

Czytelnikom ta informacja wydaje sie zaskakujaca, a nawet szokujaca. Prosze

jednak zauwazyc, ze nie ma tu zadnej sprzecznosci z twierdzeniem o czterech

barwach: zakladamy w nim przeciez, iz dla wszystkich wierzcholków grafu (jak
kto woli, panstw na mapie) dana jest jedna i ta sama lista czterech barw.

Uroda matematyki polega zarówno na tego typu zaskakujacych odmiennosciach,

do których prowadza pozornie nieznaczace zmiany zalozen, jak i na tym,

ze wolno miec nadzieje, iz ktos kiedys znajdzie równie niedlugi, elementarny,

prosty i elegancki dowód twierdzenia juz nie o pieciu, lecz o czterech barwach.

Jak plastiki przewodza prad elektryczny?

Stanislaw

BEDNAREK

Na pierwszy rzut oka pytanie postawione w tytule wydaje sie pozbawione sensu.

Wiadomo przeciez, ze tworzywa sztuczne, potocznie nazywane plastikami,

nie przewodza pradu elektrycznego. Dlatego z tworzyw sztucznych wykonuje

sie izolacje rozmaitych przewodów i obudowy wielu urzadzen elektrycznych.

Tworzywa sztuczne maja budowe polimerowa, czyli skladaja sie z bardzo

wielu czasteczek okreslonego zwiazku chemicznego, np. etylenu lub acetylenu,

polaczonych w lancuchy lub sieci. Jeden lancuch (lub siec) moze zawierac nawet

kilka milionów czasteczek. Przyczyna nieprzewodzenia pradu, elektrycznego

przez tworzywa sztuczne jest brak w nich mogacych swobodnie poruszac sie

czastek obdarzonych ladunkiem elektrycznym, nazywanych nosnikami pradu

elektrycznego. Role tych nosników moga spelniac elektrony, jak to ma miejsce

w metalach, lub elektrony i jony wystepujace w elektrolitach i rozrzedzonych

gazach. Okazuje sie jednak, ze twierdzenie wszystkie tworzywa sztuczne nze

przewodza pradu elektrycznego jest falszywe.

Przed prawie trzydziestu laty Hideiki Shirakawa prowadzil w Politechnice

Tokijskiej badania nad otrzymywaniem jednego z polimerów - poliacetylenu.

Zmeczony zapewne dlugotrwala praca popelnil blad. Pomylil naczynia

z odczynnikami i w ten sposób w mieszaninie ulegajacej reakcji znalazlo sie

wielokrotnie wiecej katalizatora, niz byc powinno. Otrzymany polimer nie

wygladal zbyt atrakcyjnie, ale jego przewodnosc wlasciwa byla okolo stu

miliardów razy wieksza niz przewodnosc wlasciwa polietylenu - tworzywa

sztucznego, z którego najczesciej wytwarza sie izolacje przewodów elektrycznych.

Mimo tego przewodnosc wlasciwa tego niezwyklego poliacetylenu byla jeszcze

ponad sto miliardów razy mniejsza niz przewodnosc wlasciwa miedzi, która

jest jednym z najlepszych przewodników elektrycznosci. Tak wiec otrzymany

przez Shirakawe material nalezalo zaliczyc raczej do pólprzewodników. Dopiero

dodanie atomów jodu do tego poliacetylenu spowodowalo, ze jego przewodnosc

wlasciwa osiagnela wartosc okolo szesciu razy mniejsza niz przewodnosc miedzi.

Obecnie znanych jest ponad dwadziescia przewodzacych polimerów.

Ze wzgledu na swoje dobre przewodnictwo elektryczne, zblizone do

przewodnictwa metali, polimery te nazywane sa czasem syntetycznymi

metalami, Przewodzenie pradu elektrycznego w tych materialach zachodzi

dzieki transportowi swobodnych ladunków elektrycznych wzdluz lancucha

polimeru. Ladunek taki w postaci elektronu moze zostac uwolniony z jednego

z podwójnych sprzezonych wiazan chemicznych wystepujacych w lancuchu.

Przylozenie pola elektrycznego do polimeru powoduje uporzadkowany ruch

tych ladunków, czyli przeplyw pradu elektrycznego. Zródlem swobodnych

ladunków elektrycznych sa tez wprowadzone do polimeru atomy niektórych

pierwiastków, np. jodu lub sodu. Atomy sodu moga oddawac elektrony, które

staja sie swobodne i uczestnicza w przewodzeniu pradu, Z kolei atomy jodu

przylaczaja elektrony, a pozostale po elektronach obszary zachowuja sie jak
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