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Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi

przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,

które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie

i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1999.

277. Promien swiatla pada prostopadle na siatke dyfrakcyjna o stalej d = 2 !-lm,za która w pewnej
odleglosci znajduje sie ekran (rys. 1). Zaobserwowane na ekranie widmo zostalo przedstawione na

okladce Delty 4/1999. Obliczyc dlugosci fali trzech zaznaczonych linii widmow.ych.
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Redaguje Jerzy B. BROJAN

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 4/1999
Przypominamy tresc zadan:
276. Izolowane termicznie naczynie jest przedzielone na dwie czesci: jedna czesc zawiera 50 g wody

o temperaturze 70°C, a w drugiej (o objetosci 0,2 m3) jest próznia. Usunieto przegrode rozdzielajaca
obie czesci. Obliczyc koncowa temperature wody i pary (w stanie równowagi). Dane sa: cieplo

wlasciwe wody c = 4,19 J/(g. K) oraz tabela przedstawiajaca zaleznosc ciepla parowania wody q Ol'az
gestosci pary wodnej nasyconej l! od temperatury:

T (OC) 10 15 20 25 30 35 40 45 50

q (l/g) 2471 2460 2448 2437 2425 2414 2402 2391 2379

l! (g/m3) 9,40 12,8 17,3 23,0 30,3 39,5 51,0 65,3 82,7

~

Rys. 1

276. Zamiast rozpatrywac parowanie kolejnych porcji wody w zmieniaja.cej sie

temperaturze, rozwazmy równowazny pod wzgledem energetycznym (a znacznie

prostszy) proces, w którym najpierw cala. mase M = 50 g wody oziebiamy do koncowej

temperatury Tk, odprowadzaja.c na zewna.trz cieplo, a nastepnie przy ustalonej

temperaturze zwracamy to cieplo, przeprowadzajac pewna. ilosc wody w pare. Bilans
ciepla ma postac

M c(To - Tk) = Ve(Tk)q(Tk),

gdzie To = 70°C jest temperatura. pocza.tkowa., a V = 0,2 m3 (pomijamy

niewielkie zwiekszenie tej objetosci wynikaja.ce ze zmniejszenia sie ilosci wody

oraz z rozszerzalnosci cieplnej). Widzimy, ze nalezy uzupelnic tabelke o rubryke

z wartosciami iloczynu e . q i wyznaczyc (graficznie lub metoda. prób i bledów) punkt

przeciecia z prosta. opisana. wyrazeniem (M c/V)(To - Tk). Znajdujemy Tk ~ 22 -.;.-23°C.

277. Oznaczmy zmierzona. odleglosc danej linii od srodka (linii swiatla bialego na
rysunku) przez x, a nieznana. odleglosc ekranu od siatki dyfrakcyjnej przez l - zatem

we "wzorze siatkowym" d sin B = n). nalezy podstawic sin B = x /~. Pojedynczy

pomiar x nie pozwala, oczywiscie, wyznaczyc dwóch niewiadomych l i ).. Brakuja.ca.

informacje mozna jednak uzupelnic na podstawie kilkakrotnego pomiaru x dla róznych

rzedów widma tej samej linii. Przeksztalcaja.c wzór siatkowy, doprowadzamy go do
postaci szczególnie wygodnej do analizy graficznej

2 n2 2 d2

n + 21 = \2'2 X An

Odlózmy na jednej osi wykresu wielkosc n2, a na drugiej n2/x2 (rys. 2). Widzimy,
ze punkty odpowiadaja.ce tej samej dlugosci fali ukladaja. sie wzdluz równoleglych

prostych. Nachylenie tych prostych pozwala wyznaczyc l, a punkt przeciecia z osia. n2

daje wielkosc n' 2 odpowiadaja.ca. formalnemu podstawieniu n2 / x2 = O w powyzszym
wzorze (czyli ka.towi B równemu 90°). Odczytujemy z wykresu dla linii niebieskiej

n' 2 = 18,5, n' = 4,30, czyli), = d/n' = 0,465 IJ.m.W podobny sposób dla linii zielonej

znajdujemy). = 0,53 IJ.m,a dla linii czerwonej). = 0,66 IJ.m.
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Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 270 (WT=2,28) i 271 (WT=3,14)

z numeru 1/1999
Andrzej Idzik

Andrzej Nowogrodzki
Aleksa.nder Surma.
Artur Arciszewski

Rys. 2

Rozwiazanie zadania M 889.

Najmniejsza liczba calkowita wieksza od a = (y'3 + 1)2m jest równa

b = (h _1)2m + (h+ 1)2m.

(Liczba b jest calkowita, gdyz skladniki z nieparzystymi

potegami h wystepuja w rozwinieciach obu dwumianów

z przeciwnymi znakami; ponadto y'3 - 1 < 1, a wiec b - a < 1.)

Poniewaz (y'3 ± 1)2 = 4 ± 2y'3, wiec

b = (4 - 2!3)m + (4 + 2h)m = 2m [(2 _ y'3)m + (2 + y'3)m]

Liczba (2 - y'3)m + (2 + y'3)m jest calkowita i parzysta (skladniki,
które nie redukuja sie, gdy dodajemy rozwiniecia obu m-tych poteg
dwumianów, mozna polaczyc w pary). Stad juz wynika teza zadania.
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Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 4/1999

Przypominamy tresc zadan:
379. Dla danej liczby naturalnej parzystej n ~ 2 znalezc wszystkie uklady liczb (Xl,' .. ,xn)

spelniajace warunki: O ~ Xi ~ l dla i = l, ... , n oraz!=44
L x;(l - X;+l) = %

i=l

(przyjmujemy Xn+l = Xl)'

gdy b ~ tv'3 a;

gdy b > tv'3 a.

B a

380. Obliczyc maksymalna wartosc pola trójkata równobocznego, którego wszystkie wierzcholki leza

na brzegu prostokata o bokach dlugosci a, b (dla danych liczb a ~ b > O).

379. Niech (Xl, ... , xn) bedzie ukladem liczb spelniajacym podane warunki.
Przyjmijmy Yi = 2Xi - 1 dla i = 1, ... ,n; skoro O ~ Xi ~ 1, to ly;I ~ 1. Ponadto

n ~ ~ 1 + Yi ( 1 + Yi+l ) 1 ~"2 = L...-xi(l- xi+d = L...- -2- 1- 2 = 4 L...-U + Yi)(l- Yi+l) =
i=l i=l i=l

= ~tu+ Yi - Yi+l - YiYi+l) = ~tu- YiYi+l) = ~ (n - t YiYi+l),
i=l i=l i::::; 1

n

skad LYiYi+l = -n. Dla liczb Yi o modulach nie wiekszych od 1 otrzymana
i=l

równosc oznacza, ze kazdy z iloczynów YiYi+l ma wartosc -1, czyli ze uklad liczb

(Yl, ... ,Yn) jest zlozony z jedynek i minus jedynek, wystepujacych na przemian. Uklad

(Xl"", Xn) ma w takim razie postac (0,1, O, 1, ... , 0,1) lub (1, O, 1, 0, ... ,1, O). Te dwa
uklady stanowia pelne rozwiazanie zadania.

380. Wezmy pod uwage dowolny trójkat równoboczny wpisany w prostokat ABC D

o bokach dlugosci IBCI = IDAI = a, IABI = ICDI = b; a?: b. Na kazdym z odcinków

BC, DA musi lezec wierzcholek trójkata. Laczacy te wierzcholki bok trójkata

jest nachylony do prostych BC i DA pod katem <p ?: 60°, a wiec jego dlugosc nie

przekracza tv'3b. Mamy zatem górne oszacowanie dlugosci boku trójkata. Bedzie ono
osiagniete, gdy <p = 60°; na jednym z odcinków BC, DA leza wówczas dwa wierzcholki

trójkata. Warunek na to, aby taki trójkat istnial - to nierównosc a ?: tv'3b, czyli

b ~ tv'3 a.

Zajmiemy sie teraz przypadkiem, gdy ten warunek nie jest spelniony, czyli gdy

b > tv'3 a (prostokat ABCD ma ksztalt zblizony do kwadratu). Oznaczmy wierzcholki
trójkata przez P, Q, R tak, by P E DA, RE BC; trzeci wierzcholek Q lezy na jednym

z krótszych boków prostokata - na przyklad na boku AB - i nie pokrywa sie z zadnym

z punktów A, B. Mozna zalozyc, ze IAPI ~ IBRI; wtedy IAQI ?: IBQI.

Oznaczmy srodki odcinków AB i P R odpowiednio przez M i S, i niech

T bedzie rzutem prostokatnym punktu S na odcinek BR. Trójkaty SMQ

i ST R (o przyprostokatnych odpowiednio prostopadlych) sa podobne, wiec

ISMI : ISTI = ISQI : ISRI = v'3. Stad ISMI = v'3 ·ISTI = v'3' tb, co oznacza, ze
trójkat ABS jest równoboczny.

Wykazalismy w ten sposób, ze - w rozpatrywanym przypadku (b> tv'3 a) - wszystkie
trójkaty równoboczne PQR (P E DA, Q E AB, RE BC) maja wspólny srodek
boku P R: jest nim wierzcholek S trójkata równobocznego ABS. Odcinek P R ma

maksymalna dlugosc, gdy punkt R pokrywa sie z C. Kat BCS jest wiekszy od 60°

(bo b > tv'3 a), a wiec wierzcholek Q trójkata równobocznego PQR nie ucieknie

z odcinka AB. Prosty rachunek pokazuje, ze ICSI = "Ja2 - v'3ab + b2• Najwiekszy

trójkat równoboczny wpisany w prostokat ABCD (gdy b> tv'3 a) ma bok dwukrotnie
dluzszy.

Obliczamy pola znalezionych w obu przypadkach trójkatów równobocznych

i otrzymujemy odpowiedz:

{ lv'3 b2maksymalne pole = 3M( 2 ' b2)v3 a + - 3ab,

Rozwiazanie zadania M 891.
W ukladzie liczenia o podstawie 1999 suma rozwazanego szeregu jest

równa O, 1001000010000001 ... (kolejne jedynki wystepuja na tych

miejscach po przecinku, których numery sa pelnymi kwadratami).

Rozwiniecie nie jest okresowe, gdyz miedzy dwiema jedynkami
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pojawiaja sie ciagi zer, których dlugosci sa kolejnymi liczbami

parzystymi. A zatem suma szeregu nie jest liczba wymierna, bowiem

wszystkie liczby wymierne maja (w ukladzie o dowolnej podstawie

calkowitej!) rozwiniecia skonczone lub okresowe.


