
Sumowanie odwrotnosci
Pawel STRZELECKI

Suma odwrotnosci wszystkich liczb naturalnych jest nieskonczona. Sposród

niezliczonych dowodów tego faktu przypomnijmy dla porzadku jeden:

gdyby ciag Sn = 1+ ~+ ... + ~ mial skonczona granice S, to istnialaby

liczba n E N o tej wlasnosci, ze IS - Sn I < ~. W szczególnosci, nierównosc

n~l + n~2 + ... + n~k < ~ zachodzilaby wtedy dla wszystkich k E N.

Tymczasem,

1 1 1 1 1
--+--+ ... +- >n·- =-,
n + 1 n + 2 2n 2n 2

a zatem ciag Sn nie ma skonczonej granicy.

To, czy dodajac odwrotnosci wszystkich liczb naturalnych nalezacych do

pewnego podzbioru A C N, otrzymamy skonczony wynik, zalezy od tego,

'-- czy zbiór A jest odpowiednio "maly". Jesli, na przyklad, zbiór A sklada sie

tylko z poteg pewnej liczby wiekszej od 1 - powiedzmy 2, 3 czy 5 - to wtedy

suma wszystkich odwrotnosci liczb ze zbioru A jest skonczona. (Jesli ktos nie

wie, dlaczego tak jest, niech przeczyta Mala Delte o dzieleniu pomaranczy.)

Popatrzmy teraz na inne sytuacje.

00

Przyklad 1. Gdy wiadomo juz, ze L ~= +00,nietrudno wykazac, ze
n=l

(1) L ~=+00
nEA n

Rozwiflzauie zadania M 892.
Rozwazmy prostokat P o wierzcholkach

w punktach A(O, O), B(l), O), C(p, q)

i D(O, q). Liczba punktów kratowych

(o wspólrzednych calkowitych)

wewnatrz P jest równa (p - l)(q - 1).

Poniewaz liczby p i q sa wzglednie

pierwsze l wiec jedynymi punktalni

kratowymi na przekatnej AC sa jej

koi\ce. Zatem trójkat ABC zawiera
. (p - 1)(q-l)

'IN swoim wnetrzu ~

punktów kratowych. Z dt~ugiej strony,

liczba punktów kratowych o pierwszej

wspólrzednej równej k (O < k < p),

nalezacych do wnetrza L::. A BC, jest

[kq]równa p .Sumujac wzgledem k,

otrzymujelny zadana równosc.

dla kazdego A C N, który spelnia nastepujacy warunek: dla pewnej liczby b > O

czesc wspólna zbioru A i zbioru {l, 2, ... , n} ma, dla wszystkich dostatecznie

duzych n, przynajmniej [bn] elementów.

Intuicyjnie biorac, wlasnosc (1) jest wtedy oczywista: zbiór A jest stosunkowo

duzy, zawiera "ustalony procent" liczb naturalnych, wiec i suma odwrotnosci

wszystkich liczb z tego zbioru jest "ustalonym procentem" (nieskonczonej)
00

sumy wszystkich odwrotnosci L ~.Czytelnicy bez trudu zdolaja zamienic to
n=l

intuicyjne rozumowanie w scisly dowód.

Jesli wezmiemy mniejszy zbiór A, utworzony z rzadziej rozrzuconych liczb

naturalnych, wtedy z suma odwrotnosci moze byc rozmaicie. Oto kolejne

przyklady.

Przyklad 2. Suma odwrotnosci wszystkich pelnych kwadratów jest skOllczona,

d .... , ,. 1 <2 1 ". 1 1 1
g yz z OCzywiste] merownoscl n' _ . n(n+l) oraz rownosCl n(n+l) = li - n+l
wynika, ze dla dowolnej liczby k E N mamy

k 1 k 1 k (1 1)l-;n2 :S;2l-;n(n+l) =2l-; ;-n+l =

=2(1-~+~-~+ ... +~- k:l) <2.

Dodajac odwrotnosci pelnych kwadratów, z pewnoscia nie otrzymamy wiec

wyniku wiekszego od 2.

Przyklad 3. Gdy jako A wezmiemy zbiór wszystkich liczb pierwszych, to

wtedy suma L l bedzie nieskonczona - co oznacza, ze liczb pierwszych jest
pEA p

(w pewnym sensie) znacznie wiecej niz pelnych kwadratów. Rozbieznosci szeregu

odwrotnosci wszystkich liczb pierwszych dowiódl Leonard Euler. Przedstawimy

tu znacznie pózniejszy dowód tego faktu, pochodzacy od amerykanskiego

matematyka L Nivena.
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Rozwiazanie zadania M 894.
Obliczmy, ile liczb postaci xY l gdzie XJ y

sa Iiczban1i calkowitYlni wiekszyn1i od 1,

zawiera zbiór {l, 2, ... , n}. Mozemy to

zrobic na dwa sposoby. Dla ustalonej

podstawy x liczb takich jest [logx n] - 1,

a dla ustalonego wykladnika y jest

ich [-I;1n] - 1. Sumujac te wyrazenia,

otrzymujemy

x=2

= 2)~n] - (n -1),

a stad natychmiast wynika zadana
równosc.

Dowód prowadzimy nie wprost. Niech Pl = 2, P2 = 3, P3 = 5, ... bedzie ciagiem
00

wszystkich liczb pierwszych. Zalózmy, ze 2: l < +00. Istnieje wtedy taka
n=l Pn

liczba M, ze 2: l < M dla wszystkich k E N. Z nierównosci exp(x) = eX ;:::

Pn~k Pn

;::: l + x otrzymujemy

exp(M) ;:::exp ( L ~)= IIexp ( ~ ) ;:::
Pn~k Pn Pn~k Pn

( l ) , l;:::II l + --: ;:::L ; = s~,
Pn~k P n~k

gdzie suma z primem, S~ = 2:' ~, oznacza sume odwrotnosci wszystkich liczb
n<k

bezkwadratowych - to znaczy takich, które nie sa podzielne przez kwadrat zadnej

liczby naturalnej wiekszej od l, albo równowaznie, sa iloczynem róznych liczb

pierwszych.

Ostatnia nierównosc bierze sie stad, ze mnozac wszystkie nawiasy (1 + l),
otrzymujemy sume odwrotnosci wszystkich liczb bezkwadratowych, któ~ych

czynniki pierwsze nie przekraczaja k. Suma ta jest, oczywiscie, wieksza niz S~,

gdyz prócz odwrotnosci wszystkich liczb bezkwadratowych nie wiekszych od k

zawiera tez odwrotnosci niektórych wiekszych liczb.

k

Pomnózmy prawa strone otrzymanej nierównosci przez sume 2: n1" która, jak
n=l

juz wiemy, z pewnoscia jest mniejsza od 2. Otrzymamy wtedy nowa nierównosc

2exp(M);::: (L' ~).(t ~2).
n~k n=l

Z twierdzenia o jednoznacznosci rozkladu na czynniki pierwsze wynika,

ze mnozac skladniki obu nawiasów po prawej stronie, z pewnoscia otrzymamy

odwrotnosci wszystkich liczb naturalnych nie wiekszych od k, a prócz tego

odwrotnosci niektórych wiekszych liczb. Zatem

k l
2exp(M) ;:::Sk = L -.n

n=l

To juz jest oczywista sprzecznosc: dla k dazacych do nieskonczonosci prawa

strona nierównosci moze byc dowolnie duza, natomiast lewa strona w ogóle

od k nie zalezy. Owa sprzecznosc wziela sie stad, ze przypuscilismy, iz szereg
00

odwrotnosci liczb pierwszych jest zbiezny - a zatem 2: l = +00.
n=l Pn

Z sumowaniem odwrotnosci liczb naturalnych wiaze sie nastepujaca, do dzis

otwarta, hipoteza ErdcSsa:

Niech A bedzie takim podzbiorem zbioru liczb naturalnych, ze

lL - =+00.n
nEA

Wtedy dla kazdego k E N zbiór A zawiera pewien ciag arytmetyczny dlugosci k.

Kazdy widzi, ze dla A = N to prawda (i nie jest to zbyt odkrywcze

spostrzezenie). Wykazac, ze jest tak równiez dla takich zbiorów A, o jakich

byla mowa w Przykladzie l, jest bardzo trudno - te wersje hipotezy ErdcSsa

udowodnil w 1975 roku Szemeredi. Dla tego przypadku nowy, istotnie inny

dowód podal niedawno William Timothy Gowers, jeden z ubieglorocznych

medalistów Fieldsa, nagrodzony przede wszystkim za wyniki z zakresu analizy

funkcjonalnej - i bylo to osiagniecie, o którym wspomniano przy okazji
nadawania medalu.

A w ogólnym przypadku nic nie wiadomo nawet dla k = 3, czyli dla najmniejszej

liczby k, dla której okreslenie ciag arytmetyczny dlugosci k cokolwiek znaczy.
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