
iSlIileiilazo16row proponowany przez

Fregego (ze kazda klasa jest zbiorem).

Ten sprzeczny schemat ma postac

::Ix\f y [y e x <=> ",,(y)], gdzie"" jest dowolna

formula jezyka teorii mnogosci.
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Niemniej jednak bylo jasne, ze pojecie

zbioru wymaga dobrego opisu. Trzeba bylo

cos zrobic, by pojecie zbioru moglo sluzyc

matematykom i z odpowiednia propozycja
wyszedl Zermelo. W roku 1908 zbudowal

on uklad aksjomatów opisujacy zbiory

i metody budowania zbiorów, przy czym

aksjomaty nie pociagaly za soba wniosku,

ze klasa R jest zbiorem. Po pewnych

ulepszeniach Skolema i Fraenkla wylonila
sie teoria mnogosci Zermelo-Fraenkla,

powszechnie dzis przyjeta aksjomatyzacja

teorii mnogosci i calej matematyki, zwana

teoria ZFC.

Sposród aksjomatów tej teorii jeden budzil

zaniepokojenie niektórych matematyków,

mianowicie aksjomat wyboru. Aksjomat

ten mówi, ze dla dowolnej niepustej

rodziny zbiorów niepustych i parami

rozlacznych istnieje zbiór. (zwany
selektorem) majacy z kazdym elementem

owej rodziny dokladnie jeden element

wspólny. Jest to uogólnienie oczywistej

wlasnosci rodzin skonczonych, ale jest
ono nader niekonstruktywne. Jesli bowiem

myslimy o zbiorach jako tworach, które

mozna konstruowac z innych zbiorów za

pomoca rozmaitych operacji, to zupelnie

nie widac, jakie operacje konstruowalyby

ów selektor, który - zgodnie z aksjomatem

wyboru - ma istniec. Dzis pogodzilismy sie

z aksjomatem wyboru, który w rozmaitych

formach (np. lematu Kuratowskiego-Zorna

albo zasady dobrego uporzadkowania) jest
powszechnie uzywany. Niemniej jednak

przyjecie aksjomatu wyboru powoduje,
ze musimy tez zaakceptowac jego

konsekwencje, na przyklad paradoksalny

rozklad kuli, sprzeczny z intuicjami

fizycznymi. Na ogól konsekwencje
aksjomatu wyboru sa dalsze od zastosowan

matematyki, niz twierdzenia, które

obywaja sie bez tego aksjomatu.

Hipoteza continuum mówi, ze kazdy

nieskonczony zbiór liczb rzeczywistych

jest przeliczalny lub jest równoliczny

z calym zbiorem liczb rzeczywistych.

Teoria mnogosci z aksjomatem wyboru

dowodzi, iz jest to równowazne temu,

ze rodzina wszystkich podzbiorów

zbioru liczb naturalnych ma licznosc ~1

(tj. naj krótszego zbioru dobrze

uporzadkowanego i nieprzeliczalnego ).

Próby rozwiazania tego problemu

doprowadzily do wielu interesujacych

wyników i wskazaly na niezupelnosc

dotychczasowego rozumienia pojecia zbioru

liczb rzeczywistych. K. Godel w drugiej
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Dawno, dawno temu, kiedy komputery nazywano mózgami

elektronowymi, najlepsze z nich zajmowaly cale hale i konsumowaly

prad wystarczajacy do oswietlenia malego miasteczka. Mimo tych

cieplarnianych warunków dysponowaly pamiecia o kilka rzedów

wielkosci mniejsza i liczyly znacznie wolniej niz dostepny dzis

sredniej klasy pecet, co jest najlepszym argumentem na rzecz

slusznosci polityki naszych kolejnych rzadów wobec sfery budzetowej:

ograniczanie zasilania moze isc w parze ze zwiekszaniem wydajnosci.

W tych to dawnych czasach oprócz maszyn cyfrowych istnialy

tez, przede wszystkim w projektach, nieslusznie dzis zapomniane

komputery analogowe, w których liczby sa reprezentowane przez

jakies wielkosci fizyczne, najczesciej elektryczne. Zeby nadrobic to

karygodne zaniedbanie, proponuje dzis wycieczke w kraine cieczy

i naczyn. Wycieczka taka stanowi od pewnego czasu jedno z moich

marzen, a ostatnie opory przed jego realizacja pomogly mi usunac

coraz czesciej spotykane reklamy piwa bezalkoholowego! Gdyby wiec

komus wybujala wyobraznia podpowiadala naganne skojarzenia,

niech porzuci wszelka nadzieje: o napojach wyskokowych tu nie

bedzie. Zeby zrozumiec, jak dziala komputer analogowy, rozwazmy
najpierw przyklad najprostszy.

Kieliszek jako komputer jednowymiarowy

Odpowiedniego ksztaltu kieliszek moze sluzyc do obliczania zadanej

funkcji monotonicznej. Funkcja ta bedzie objetosc cieczy (oczywiscie

bezalkoholowej) w kieliszku, a argumentem - wysokosc slupa cieczy.

Zeby nasz przyklad uczynic konkretniejszym, trzeba poszukac prawa

przyrody opisywanego jakas funkcja monotoniczna. Rozwazmy na

przyklad prawo Stefana-Boltzmanna opisujace zaleznosc natezenia

promieniowania ciala doskonale czarnego od temperatury:

1= eyT4•

Za temperature przyjmiemy wysokosc poziomu cieczy w kieliszku

T = aH (z uwzglednieniem wspólczynnika a wyrazajacego skale),

a natezeniem promieniowania bedzie objetosc tej cieczy I = ,8V

(ze wspólczynnikiem skalowania ,8). Musimy wiec skonstruowac

kieliszek, w którym objetosc bedzie proporcjonalna do czwartej

potegi wysokosci V = ,8-1eya4H4 = AH4, gdzie A = ,8-1eya4 jest

stalym wspólczynnikiem.

W przypadku kieliszka o symetrii

obrotowej scharakteryzowanego

zaleznoscia promienia R od

wysokosci H objetosc mozna
H

wyrazic wzorem V = J 7fR2(h)dh,
o

z którego wynika ~; = 1f R2

a zatem R = V1f-1 dV.dH

W naszym przypadku oznacza to

proporcjonalnosc promienia do wysokosci w potedze 3/2, a wiec

kieliszek wyrazajacy prawo Stefana-Boltzmanna powinien wygladac

w przekroju tak, jak na powyzszym rysunku.



Oczywiscie, wazny jest tylko ksztalt wnetrza, reszta z punktu

widzenia naszego wywodu nie ma zadnego znaczenia. Obliczanie

natezenia promieniowania przy uzyciu takiego kieliszka polegaloby

na przelaniu do menzurki cieczy z kieliszka napelnionego do

wysokosci odpowiadajacej temperaturze. Jezeli ktos nie lubi

pierwiastkowania, moze skonstruowac "kieliszek" plaski, w którym

warstwa cieczy o grubosci d bedzie ograniczona sciankami

determinujacymi szerokosc b slupa cieczy zalezna od wysokosci h.

W takim kieliszku objetosc V w zaleznosci od wysokosci slupa

cieczy H bedzie opisana wzorem
H

V = d J b(h)dh.
o

Pozwala to, podobnie jak w poprzednim przypadku, wyliczyc

szerokosc b jako funkcje wysokosci H dla zadanej zaleznosci objetosci

dV

od wysokosci b = d-l dH' Ostatni wzór ukazuje nam szczególna

uzytecznosc kieliszka plaskiego do ilustracji praw przyrody,

w których interesuje nas zarówno jakas wielkosc (reprezentowana

przez V), jak i jej pochodna (jest do niej proporcjonalna szerokosc

kieliszka b).

W przypadku zaleznosci

kwadratowej (a wiec pochodnej

liniowo zaleznej od argumentu)

nie pomylmy sie, kieliszek nie

bedzie mial ksztaltu stozka,

powinien natomiast miec promien

proporcjonalny do pierwiastka

z wysokosci, a wiec wygladac, jak

na rysunku obok.

Ostatni przyklad podaje nie bez

kozery, bo ilustruje nie tylko prosta

zaleznosc kwadratowa (na przyklad energii kinetycznej od predkosci).

Swietnie nadaje sie tez do rozszerzenia naszych rozwazan na

przypadek dwuwymiarowy. Prawem, które równiez potrzebuje

takiego kieliszka, a najlepiej dwóch, jest

Twierdzenie Pitagorasa
Jak wiemy, odnosi sie ono do trójkata prostokatnego i mówi,

ze suma kwadratów przyprostokatnych jest równa kwadratowi

przeciwprostokatnej: a2 + b2 = c2• Dysponuj ac dwoma kieliszkami

o kwadratowej zaleznosci objetosci od wysokosci poziomu cieczy,

wystarczy nalac do kazdego z nich, na przyklad, soku pomidorowego

do wysokosci odpowiadajacej dlugosci jednej z przyprostokatnych

trójkata, zlac zawartosc obu kieliszków do jednego z nich, a wtedy

odczytamy z wysokosci poziomu soku dlugosc przeciwprostokatnej.

Latwo zauwazyc, ze ten tryb postepowania mozna stosowac

wtedy, kiedy mamy do czynienia z dodawaniem pewnych funkcji

wielkosci, które nas interesuja, wedlug schematu J(a) + J(b) = J(c).

Na przyklad energia calkowita ukladu dwóch identycznych kul

jest proporcjonalna do sumy kwadratów ich predkosci. Dzieki

temu mozna omawiana pare kieliszków wykorzystac takze do

przewidywania wyniku zderzenia sprezystego, w którym, jak

wiadomo, energia kinetyczna sie zachowuje, a wiec zachodzi równosc
2 2 /2 /2

VI + v2 = VI + v2 ,

gdzie dolny indeks numeruje kule, a prim odnosi sie do sytuacji po

zderzeniu. Trzeba tylko nalac cieczy do dwóch kieliszków
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polowie lat 30. wykazal, ze hipoteza
continuum jest niesprzeczna z aksjomatyka

teorii mnogosci. Krok ten byl podobny

do innego, wczesniejszego rewolucyjnego

wyniku Godla - mianowicie dowodu

niezupelnosci arytmetyki.

Technika uzyta przez Godla wiaze sie

z odwróceniem niejako obiekcji co do

aksjomatu wyboru. Zamiast pytac, jak

definiowac zbiory, Godel ogranicza zbiory

do tych, które dadza sie skonstruowac

w trakcie (pozaskonczonego ) procesu,

który pokrótce opiszemy ponizej.

Postepujemy tak: definiujemy indukcyjnie

"poziomy konstruowalne" , tak ze zbiory

nalezace do kolejnego poziomu sa

definiowalne w strukturze zlozonej

z obiektów poprzedniego poziomu.
Definicje sa formulami, a formulom

mozna przypisac kody bedace liczbami

naturalnymi. Teraz mozemy juz definiowac

dobry porzadek zbiorów konstruowalnych.

Postepujemy indukcyjnie. Wystarczy

wskazac porzadek kolejnego poziomu.

Najpierw porzadkujemy k-tki obiektów

z poziomów poprzednich. Nastepnie

zas dany poziom porzadkujemy wedlug
par: kod formuly, ciag parametrów

(z uprzednich poziomów). Wszystko

to, wraz z dodatkowym faktem (wielce

nietrywialnym), mianowicie tym,

ze elementarne podstruktury poziomów sa

same izomorficzne z poziomami, wystarcza

do wykazania, iz wszystkie konstruowalne

zbiory liczb naturalnych sa skonstruowane

w krokach o indeksach przeliczalnych. To

juz latwo implikuje hipoteze continuum

wewnatrz uniwersum zlozonego ze zbiorów

konstruowalnych. Jeszcze tylko musimy

wykazac, ze ~szystkie aksjomaty ZFC

sa spelnione w uniwersum zbiorów

konstruowalnych, ale to juz jest latwe.

W szczególnosci aksjomatyka ZFC

pozostaje niesprzeczna po dolaczeniu

hipotezy continuum. Co wiecej, wszystkie

zbiory konstruowalne (i tylko one) sa

konstruowalne wewnatrz uniwersum

konstruowalnego. Tak wiec wszelkie

konsekwencje teorii ZFC i zdania

mówiacego, ze wszystkie zbiory sa

konstruowalne, sa prawdziwe wewnatrz

uniwersum zbiorów konstruowalnych.

Wewnatrz uniwersum zlozonego ze zbiorów

konstruowalnych prawdziwa jest nawet

uogólniona hipoteza continuum: dla kazdej

liczby porzadkowej CI: jest 2Na = ~a+1'

Klasa L zbiorów konstruowalnych

moze byc wzbogacona przez dodatkowe

obiektywy, które moga byc uzywane

w powyzszej definicji indukcyjnej.. Na

przyklad, jesli dodamy wszystkie liczby

rzeczywiste, otrzymujemy interesujace

uniwersum zwane L[R].



do wysokosci odpowiadajacych predkosciom dwóch kul przed

zderzeniem, nastepnie przelac czesc plynu z jednego kieliszka do

drugiego tak, aby poziom cieczy w nim odpowiadal predkosci jednej

z kul po zderzeniu. Z poziomu w drugim kieliszku odczytujemy

predkosc drugiej kuli po zderzeniu. Ten sam schemat rozumowania

mozna zastosowac nawet do tak zaawansowanego zagadnienia, jak

relatywistyczne dodawanie predkosci. Potrzebne sa do tego

Relatywistyczna suma predkosci bedzie, na przyklad, predkosc V2

w ukladzie spoczynkowym czastki poruszajacej sie z predkoscia VI

wzgledem rakiety pedzacej z predkoscia u, oczywiscie wszystko

wzdluz jednej prostej. Dla znalezienia predkosci wypadkowej

wystarczy zawartosc dwóch kieliszków Einsteina, napelnionych

do poziomów odpowiadajacych VI oraz u, wlac do jednego z nich.

Oczywiscie skala predkosci nie osiaga tu c, gdyz wtedy kieliszki

musialyby miec nieskonczone rozmiary.

Zachecam Czytelnika do projektowania kieliszków opisujacych

naj rózniejsze prawa przyrody, a nawet do szukania stosownych

ksztaltów po sklepach.

Kieliszki Einsteina

Jak mozna przeczytac w artykule Wojciecha Kopczynskiego

w jednym z niedawnych numerów Delty (7/1997), relatywistyczne

dodawanie predkosci niezwykle sie upraszcza, kiedy zamiast

predkosci v rozwazamy tak zwany kat hiperboliczny 1jJspelniajacy

warunek tgh1jJ = v/c, gdzie tgh1jJ = (e1/!- e-1/!) / (e1/!+ e-1/!) jest

tangensem hiperbolicznym, natomiast c - oczywiscie predkoscia

swiatla. Kat hiperboliczny jest bowiem addytywny: aby otrzymac

predkosc bedaca relatywistycznym zlozeniem dwóch predkosci,

wystarczy znalezc kat hiperboliczny predkosci wypadkowej,

zwyczajnie dodajac katy hiperboliczne predkosci skladowych.

Mówimy tu o najprostszym przypadku dodawania relatywistycznego

ruchów odbywajacych sie wzdluz jednej prostej. Widac wiec,

ze mozemy zastosowac tu przywolany poprzednio schemat

f(a) + f(b) = f(c), gdzie potrzebna nam funkcja jest funkcja

odwrotna do tangensa hiperbolicznego, wzieta od predkosci

podzielonej przez predkosc swiatla f(v) = Artgh(v/c). Jezeli

chcemy skonstruowac kieliszek Einsteina, potrzel:;mjemy zgodnie

z poprzednimi rozwazaniami zadac w wersji tradycyjnej promien

proporcjonalny do pierwiastka z pochodnej naszej funkcji lub

w wersji plaskiej - szerokosc proporcjonalna do tej pochodnej.

Rózniczkujac nasza funkcje, mamy

~f(v) = 1

dv C(I-(v/c)2)'

a wiec, uwzgledniajac dowolnosc skalowania, promien kieliszka

w zaleznosci od wysokosci powinien miec postac

R 1

Ro VI - (H/ Ho)2'

b

bo

natomiast szerokosc

plaskiego kieliszka Einsteina

jest

1
- 2'

1- (H/Ho)

W praktyce ksztalt kieliszka

w wersji plaskiej wyglada

10 tak jak na wykresie.5
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Teoria mnogosci ZFC pozwala na

przypisanie kazdemu zbiorowi x jego

rangi, która oznaczamy rank(x).

Zbiorowi pustemu przypisujemy

range O. Dla zbiorów niepustych

rank(x) = sup{rank(y) + 1: y E x}. Stad

juz krok do zdefiniowania poziomów

von Neumanna, Vc" mianowicie

V"" = {x: rank(x) < a}. Kazde V""

jest zbiorem. Zbiory V"" pozwalaja

z kolei zdefiniowac zbiory porzadkowo

definiowalne. Zbiór x jest porzadkowo

definiowalny, jesli dla jakiegos poziomu

von Neumanna V"" i jakiejs formuly <p('),

x jest zbiorem tych elementów y z V"",

które spelniaja w (V"", E) formule <p(y).

Klase zbiorów definiowalnych z liczb

porzadkowych oznaczamy OD. Jak
wykazal Godel, uniwersum zlozone ze

zbiorów dziedzicznie definiowalnych

z liczb porzadkowych (tj. takich, ze one

same, wszystkie ich elementy, elementy

elementów etc. sa definiowalne z liczb

porzadkowych) spelnia wszystkie

aksjomaty ZFC. Podobnie jak L[R]

definiujemy klase OD[R]. Jeden

z problemów, jakie sformulujemy na koncu

tego artykulu, odnosi sie wlasnie do tego
uniwersum.

Dlugo nie umiano wykazac, ze hipoteza

continuum jest niezalezna, tzn. nie

moze byc udowodniona na gruncie teorii

mnogosci ZFC (o ile ta ostatnia jest

niesprzeczna). Zostalo to wykazane

w roku 1963 przez P.J. Cohena.

Rozumowanie Cohena jest bardziej

skomplikowane niz argument Godla

i opiera sie na konstrukcji modelu

boolowskiego - klasy zlozonej z pewnych

funkcji o wartosciach w algebrze Boole'a

podzbiorów otwarto-domknietych

przestrzeni topologicznej. Przy

odpowiedniej definicji relacji nalezenia

i relacji równosci dla takich funkcji

klasa tych funkcji nadaje wszystkim

aksjomatom ZFC wartosc boolowska 1.

Ale dla odpowiednio dobranej przestrzeni

topologicznej wartosc formuly opisujacej
hipoteze continuum w tym uniwersum jest

równa O. Teraz juz tylko trzeba dowiesc,

ze cokolwiek da sie wykazac z formul

przyjmujacych w owym modelu wartosc 1,

tez ma wartosc 1. Tak wiec hipoteza

continuum jest zdaniem niezaleznym

na gruncie teorii mnogosci. Ani nie jest

dowodliwa (Cohen), ani jej negacja nie

jest dowodliwa (Godel). Przy okazji

dowodu niezaleznosci hipotezy continuum

Cohen wprowadzil metode tzw. forsingu.

Metoda ta byla nastepnie uzyta do bardzo

wielu dowodów niezaleznosci, w tym do

dowodu niezaleznosci aksjomatu wyboru

od pozostalych aksjomatów ZFC. Dosc

wspomniec, ze w latach szescdziesiatych
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