
Teoria Galois dla bardzo niecierpliwych
Lukasz WIECHECKI

Jesli chcesz dowiedziec sie, jak dowodzi sie nieistnienia wzorów na pierwiastki

wielomianów stopni od 5 w góre, a nie lubisz sleczec dniami i nocami nad

podrecznikami do matematyki "wyzszej", to ten artykul jest dla Ciebie.

Ci, którzy sa "w temacie" , nie beda zawiedzeni, przedstawiamy tu bowiem

rozwiazanie historycznie dosc wczesne (co nie znaczy glupsze), dosc rózniace sie

od tego, co przedstawiane jest w standardowych podrecznikach teorii Galois.

Rozwazamy ogólne równanie n-tego stopnia

Xn + an_lXn-l + ... + alX + ao = O,

którego pierwiastkami sa Xl,"" Xn. Mamy wiec

Xn + an_lXn-l + ... + alX + ao = (X - Xd.·. (X - Xn),

Z czego wynikaja wzory Viete'a:
n

Sl(Xl, ... ,Xn) = LXi = -an-l
i=l

Permutacja na zbiorze {l, 2, ... , n}

nazywamy odwzorowanie wzajemnie

jednoznaczne tego zbioru na siebie.

Permutacje zapisuje sie np. tak:

(123456 )
. W zapisie tym pod kazda

231546

liczba na górze stoi jej obraz przy danej

permutacji, czyli l na 2, 2 na 3 i 3

z powrotem na l, 4 na 5, 5 z powrotem

na 4. Napis (kIk2 .. km) oznacza

permutacje, która przeprowadza kI

na k2, k2 na k3, , kn-1 na kn, kn

na kI, pozostale zas elementy na siebie.

Napis (123)(45) oznacza po prostu

zlozenie permutacji (123) i (45) (najpierw

wykonujemy (45) a pózniej (123)).

Zbiór wszystkich permutacji na zbiorze

{l, 2, ... J n} oznaczamy przez Sn-

Permutacje z Sn dzialaja na

wielomianach od n zmiennych.

Dzialajac permutacja er na wielomianie

W(XI' ... ,Xn), otrzymamy nowy taki

wielomian wG", ze

w(XI, ... , Xn) = W(X"(I)' ... ' X,,(n)),

czyli np.

(X{_2X;+5X3)(123) = Xg-2X;+5XI.

S2(Xl, ... , Xn) = L XiXj = an-2
l::;i<j::;n

S3(Xl,.", Xn) = L XiXjXk = -an-3
l::;i::;j::;k

Sn(Xl"",Xn) =XlX2",Xn = (-l)nao·

Rozpoczynajac walke o pierwiastki, mamy do dyspozycji liczby wymierne,

wspólczynniki ai, cztery dzialania arytmetyczne oraz operacje pierwiastkowania

dowolnego stopnia. Tymi wlasnie narzedziami chcemy zbudowac wyrazenia na

pierwiastki. Na przyklad pierwiastkami wielomianu X2 + alX + ao = Osa

-al ± Jar - 4ao
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z

gdzie p = al - a3 i q = ao - az3aI + 2( a32)3. Papieru nie starczyloby do wypisania
wzorów stopien wyzej, ale da sie.

Konstruujac wzory na pierwiastki wielomianu, którego wspólczynniki

ao, al,"" an-l sa blizej niesprecyzowanymi symbolami, operujemy faktycznie na

wyrazeniach wymiernych zmiennych ao, al,"" an-l, a takze tym, co powstaje

z nich przez wielokrotne wykonywanie operacji pierwiastkowania (dowolnego

stopnia). Chcielibysmy, aby jedno z takich wyrazen bylo pierwiastkiem

wielomianu. W naszych rozwazaniach wspólczynniki ao, al,···, an-l

zamienimy na wielomiany Si ze wzorów Viete'a. Zauwazmy, ze wielomiany te

sa symetryczne, co oznacza, ze dowolne przestawienie zmiennych Xi nie zmienia

tych wielomianów, co wyraza wzór: dla dowolnej permutacji a E Bn mamy

Si(Xl, X2"'" Xn) = Si(Xer(l)' Xer(2)"'" Xer(n)),

czyli w symbolice skróconej

Si = si·

Na poczatku naszej drogi mamy wiec do dyspozycji wyrazenia symetryczne.

Przy pierwiastkowaniu symetrycznosc wyrazenia moze jednak zmniejszyc

sie, tzn. zbiór permutacji, które nie zmieniaja wyrazenia, moze byc po

spierwiastkowaniu mniejszy niz przed nim. Na przyklad wyrazenie (Xl - X2)2
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Rozwiazanie zadania M 934.

Niech O bedzie srodkiem okregu.
Zalózmy, ze p # O i Q # O

(przypadek, gdy P = O lub Q = O
jest dosc trywialny). Na czworokacie,
którego wierzcholkami sa M, P, Q, O

mozna opisac okrag, poniewaz

LMQO = LM PO = 90°, przy

czym odcinek MO jest jego srednica

o dlugosci R. Mamy LPMQ = n, wiec

PQ = R sin n (okrag opisany na 6PQ M

ma srednice R).

Rozwiazanie zadania M 935.

Na czworokatach DM5N i BK5L mozna

opisac okregi, poniewaz w obu z nich

jest para przeciwleglych katów prostych.

Wynika stad, ze LD5N = LDMN
i LB5L = LBKL. Poniewaz

LBKL = LDMN (odcinki MN i KL

sa równolegle), wiec LD5N = LB5L.

Oznacza to, ze punkty D, 5, B leza na
jednej prostej, czyli 5 E BD.

(tzw. delta dla wielomianu stopnia 2) jest w pelni symetryczne, ale Xl - X2

juz nie. Tak wiec wyobrazamy sobie, ze w procesie znajdowania wzorów

na pierwiastki przez kolejne pierwiastkowania (oczywiscie w miedzyczasie

wykonujemy cztery dzialania arytmetyczne na arsenale wygenerowanych

wyrazen) dokonujemy niejako desymetryzacji dostepnych wyrazen, dopóki nie

wpadnie nam w lapy jeden z pierwiastków (prawda, ze malo symetryczny?).

Bedziemy sie przy tym starac, aby pozostawac caly czas w domenie funkcji

wymiernych, czyli wyrazen postaci ,::r;.l, ... ,;n{, gdzie w i v sa wielomianami

zmiennych Xl,"" Xn·

Powstaje tu jednak drobny problem. Przeciez pierwiastkujac pewna funkcje

wymierna (np. SI = Xl + X2 + ... + Xn), mozemy nie otrzymac znowu funkcji

wymiernej, lecz jakies paskudztwo (nie istnieje funkcja wymierna, która bylaby

równa JXl + X2 + ... + Xn ). Byc moze nie wychodzac poza obszar grzecznych

funkcji wymiernych, nie da sie otrzymac za pomoca naszych srodków zadnego

pierwiastka, ale da sie to zrobic jakas droga okrezna, brodzac w blocie róznych

niewymiernych paskudztw. Otóz pierwsza, dosc dluga i malo efektowna czesc

dowodu polega na wykazaniu, ze jesli pierwiastek X l jest osiagalny, to mozna to

zrobic, nie brudzac sie w ten sposób. Pominiemy te czesc dowodu i przejdziemy
od razu do Grand Finale.

Lemat. Niech u(Xl, ... , Xn) i a(Xl"'" Xn) (n ~ 5) beda funkcjami

wymiernymi (powiedzmy, o wspólczynnikach zespolonych, dla ustalenia uwagi),

takimi, ze uk = a. Jesli dla pewnej liczby naturalnej k funkcja a nie zmienia sie

przy dzialaniu permutacji (J' = (123) oraz T = (345), to u równiez.

Dowód. Zastosujmy (J' do równosci uk = a. Dostaniemy (J'(u)k = (J'(a) = a, a wiec

(J'(u)k = uk. Zalozymy, ze u =I- 0, bo tak bedzie przyjemniej. Wtedy mozemy

napisac (,,~u))k = 1, czyli (J'(u) = w"u, gdzie w" jest pewnym pierwiastkiem
stopnia k z 1. Dzialajac na ostatnia równosc przeksztalceniem (J', otrzymamy

(J'2(U) = w;u i jeszcze raz (J'3(u) = w~u. No dobrze, ale (J'3 jest identycznoscia,

wiec (J'3 (u) = u, a stad w~ = 1. Analogiczna argumentacja prowadzi do

wniosku, ze T( u) = WTu, gdzie WT jest pierwiastkiem stopnia k z 1 oraz

w~ = 1. Stad (J'T(U) = W"WTu i (J'2T(U) = w;wTu. Jak latwo obliczyc, mamy

(J'T = (12345) i (J'2T = (13452), a wiec ((J'T)5 = ((J'2T)5 = id. Stad wnioskujemy

( )5 ( )5 1 P' ., 6 ( )5 (2 ) -5 .W"WT = W"WT = . onlewaz zas w" = W" W"WT W"WT , WIeCna mocy

wyprowadzonych równosci w" = 1. Stad i z (w"wT)5 = 1 dostajemy w~ = 1.

Równosc WT = w~w;5 daje wiec WT = 1. To konczy dowód. _

Jeden rzut beretem do mety:

Zasadnicze Twierdzenie Tego Artykulu

Nie istnieja wzory na pierwiastki równan stopnia wiekszego niz 4.

Dowód. Z lematu wynika, ze jakkolwiek bysmy pierwiastkowali w obrebie funkcji

wymiernych, zawsze otrzymywane funkcje wymierne beda niezmiennicze przy

dzialaniu permutacji (123) i (345) (startujemy od funkcji symetrycznych).

A to znaczy, ze nigdy nie dobijemy sie do X l, który taki nie jest. Jest

jasne, ze w takim razie pozostalych pierwiastków równiez nie osiagniemy.

Z opuszczonej pierwszej czesci dowodu wynika teraz teza. _

Metoda dowodu tu przedstawiona ma swoje zady i walety. Z jednej strony

dosc szybko prowadzi do celu, z drugiej zas nie wnikamy w niej za bardzo

w strukttlre algebraiczna zbioru permutacji, przez co mamy raczej zamknieta

droge do rozmaitych uogólnien. Mozna sie pytac, dlaczego w dowodzie lematu

wzielismy wlasnie permutacje (123) i (345) oraz dlaczego zaden tego typu
trick nie przechodzi dla n = 3 i 4. Poza tym zwrócmy uwage na jedna kwestie.

Udowodnilismy, ze jednego ogólnego wzoru nie ma, ale moze dla kazdego

konkretnego wielomianu, powiedzmy o wspólczynnikach wymiernych, istnieja

inne wzory. Slowem nie udowodnilismy, ze istnie~e wielomian, powiedzmy

o wspólczynnikach wymiernych, którego pierwiastki nie dadza sie osiagnac

narzedziami: liczby wymierne, cztery dzialania arytmetyczne i operacje
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pierwiastkowania dowolnych stopni. To jak gdyby dwie rózne sprawy.

W dowodzie operowalismy na symbolach, które z natury rzeczy nie podlegaja

zadnym nietrywialnym relacjom algebraicznym, wszystko bylo tam dosc

sztywne. Jesli jednak w napisie symbolicznym

X5 + a4X4 + a3X3 + a2X2 + a1X + ao = O

zastapimy literki ai konkretnymi liczbami, np. X5 - X-l = O, to wspólczynniki

beda spelniac rózne relacje, np. ai + ao = O (podstawowe wielomiany

symetryczne Si nie spelniaja zadnych tego typu relacji - to mozna wykazac)

i kto wie, czy przy odpowiednim manipulowaniu nie dobijemy sie do

pierwiastków tego jednego konkretnego wielomianu za pomoca naszych

ulubionych narzedzi. Faktem jest, ze akurat dla xn - X-l = O (n 2 5) jest

to niemozliwe (wynik z 1987 r.), ale teorie, która pozwala rozpracowywac takie

przypadki, stworzyl dopiero genialny Galois (1811-1832). Ale to juz za dluga
bajka ...

Rozwiazanie zadania M 936.

Niech O bedzie srodkiem okregu przechodzacego przez A, B, D. Oznaczmy LACB = "
LABC = (3, LBAC = a. Mamy LADB = 2, (D jest srodkiem odpowiedniego okregu). Poza
tym LAM B = LADB = LAN B = 2, (wszystkie trzy katy sa oparte na tym samym luku

okregu o srodku O). Stad LMBA = 180° - 2,- a oraz LNAB = 180° - 2,- (3.Nastepnie
LMOA = 2LMBA = 360° - 4,- 2a oraz LNOB = 2LNAB = 360° - 4,- 2(3.Mamy równiez

LAOB = 360° - 2LADB = 360° - 4, (LAOB oznacza tutaj kat zawierajacy punkt D).
Mamy wiec

LMON = LAOB - LMOA - LNOB = (360° - 4,) - (360° - 4, - 2a) - (360° - 4, - 2(3)=

= -360° + 4, + 2a + 2(3= 2,.

Ostatecznie LMON = 2,. Jesli zatem odbijemy trójkat MNC wzgledem prostej MN, to punkt C

"wyladuje" na okregu opisanym na 6ABD. wynika z tego, ze promienie okregów opisanych
na 6ADB i 6MNC sa równe.

Eksploracja przestrzeni kosmicznej

najdonioslejsza zdobycza XX wieku

Krzysztof ZIOLKOWSKI

Na poczatku 1999 roku amerykanska telewizja

CNN przeprowadzila sondaz majacy wskazac, które

z dziesieciu zaproponowanych wydarzen konczacego sie

stulecia mozna uznac za najwazniejsze. Prawie polowa

(48%) sposród ponad 45 tys. respondentów uznala,

ze byl to lot czlowieka na Ksiezyc w 1969 r. Nastepnie

wymieniono Holocaust (15%) i zrzucenie bomby

atomowej na Hiroszime (15%). Na czwartym miejscu

(9%) znalazl sie pierwszy lot samolotu braci Wright

w 1903 r. Wyniki tej ankiety nie tylko potwierdzaja

powszechna na ogól opinie, ze wiek XX byl okresem

ogromnych kontrastów, ale takze wydaja sie ujawniac

aktualnosc odwiecznych marzen czlowieka o wzbiciu

sie ponad Ziemie, symbolizowanych ciagle zywym

w kulturze euroatlantyckiej mitem o Dedalu i Ikarze.

Ich urzeczywistnienie jest wynikiem wysilku wielu

pokolen, rozpoczetego u progu czasów nowozytnych

niezwyklymi projektami maszyn latajacych Leonarda
da Vinci.

W drugiej polowie XX stulecia wykrystalizowala sie

nowa dyscyplina wspólczesnego przyrodoznawstwa,

laczaca dzieki wykorzystaniu technik kosmicznych
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rózne elementy poznawcze i aplikacyjne fizyki,

astronomii i nauk o Ziemi. Okresla sie ja zwykle

mianem badan kosmicznych. Za jej poczatek

mozna przyjac wystrzelenie pierwszego sztucznego

satelity Ziemi w dniu 4 pazdziernika 1957 r. oraz

pierwszy lot kosmiczny czlowieka 12 kwietnia 1961 r.

Po 40 latach od tamtych wydarzen eksploracja

przestrzeni kosmicznej jest juz czyms tak naturalnym

i oczywistym, ze obecnie nawet nie bardzo zdajemy

sobie sprawe z tego, jak wiele zawdzieczamy rozwojowi

nauki i techniki w tym zakresie.

Aktywnosc czlowieka w przestrzeni kosmicznej

obejmuje obecnie cztery rodzaje dzialalnosci:

- skierowana ku Ziemi, sluzaca róznym
dziedzinom nauk o Ziemi oraz ich zastosowaniom

w meteorologii, telekomunikacji, nawigacji,

teledetekcji itp.;

wykorzystujaca unikatowe warunki przestrzeni

kosmicznej (np. próznie, stan niewazkosci) do

eksperymentowania w dziedzinie fizyki, chemii,

biologii, medycyny itp., a takze do wykonywania

róznych zadan produkcyjnych;


