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{X = e-Y7r/2 cos (x~D 'y = e-Y7r/2 sin (x~) ,

którego bezposrednie rozwiazanie bez uzycia komputera jest trudne.

Komputerowa analiza tego ukladu lub otrzymanego z niego równania
przestepnego

y = X· tg (x~)

przekonuje nas, ze granice ciagu (c) rzeczywiscie zadowalajaco przybliza
wartosc i(1000).

Interesujaca moze byc odpowiedz na ogólniejsze pytanie:

PYTANIE 2. Dla jakich liczb zespolonych ciag okreslony wzorem

(1) al = z, an+l = zan, n = 1,2, ... ,

(2) al = z, a2 = Zi, a3 = zii, ...

jest zbiezny? Warto naszkicowac ten zbiór na plaszczyznie zespolonej.

Wydaje sie, ze w rozwiazaniu tego typu zagadnien bardzo pomocne moga byc

symulacje komputerowe. Moze prowadza one do fraktali. .. Wszystkim, którzy

podejma sie pracy nad tymi problemami, zycze sukcesu!

Kwantowy efekt Halla Michal KORCH

Jest to sprawozdanie z Warsztatów Fizyki
Ciala Stalego organizowanych przez

Krajowy Fundusz na rzecz Dzieci, spisane
przez jednego z uczestników.
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Rys. 1. Efekt Halla.

B

Rys. 2. Zaleznosc oporu Halla od indukcji
pola magnetycznego w klasycznym efekcie
Halla.

W 1879 roku Edwin Robert Hall odkryl, ze jesli przewodnik, przez który plynie

prad elektryczny o natezeniu I, umiescimy w polu magnetycznym o indukcji B,

prostopadlej do kierunku pradu, to w przewodniku powstaje poprzeczne napiecie

elektryczne UH. Napiecie to mozna zmierzyc, podlaczajac woltomierz do

bocznych kontaktów tak, jak to pokazano na rysunku 1.

Zjawisko to jest wynikiem dzialania sily Lorentza na swobodne nosniki pradu.

Jesli tymi nosnikami sa elektrony, to sila Lorentza odchyli je w kierunku

jednej ze scianek, pozostawiajac przy przeciwnej sciance nadmiar ladunku

dodatniego. W rezultacie w przewodniku powstanie poprzeczne pole elektryczne,

dzialajace na elektrony sila przeciwna do sily Lorentza i zapobiegajace

dalszemu rozsuwaniu ladunków. Napiecie poprzeczne UH jest iloczynem

tego pola i szerokosci przewodnika. To klasyczne zjawisko zostalo nazwane,

na czesc odkrywcy, efektem Halla. Jest ono bardzo wazne w fizyce metali

i pólprzewodników, poniewaz pozwala na okreslenie znaku i koncentracji

nosników pradu. Dzielac napiecie poprzeczne UH przez natezenie I pradu
plynacego przez przewodnik, otrzymujemy tzw. opór Halla

UH B(1) RH=-=--,
I e·n·d

gdzie e jest ladunkiem nosnika pradu, n - liczba nosników w jednostce objetosci

przewodnika, a d - gruboscia przewodnika. Ze wzoru (1) wynika, ze opór RH

jest liniowa funkcja indukcji pola magnetycznego. Zauwazmy jeszcze, ze opór
Halla jest odwrotnie proporcjonalny do grubosci przewodnika.

Czy to oznacza, ze moze on byc dowolnie duzy dla odpowiednio cienkiej warstwy

przewodzacej? Oczywiscie nie, naturalna granice scieniania stanowi chociazby

rozmiar pojedynczej komórki elementarnej sieci krystalicznej materialu

przewodnika. Co wiecej, nalezy podkreslic, ze elektrony maja równiez nature

falowa i do pelnego ich opisu konieczne jest uzycie mechaniki kwantowej. W jej

ramach pokazano, ze klasyczny opis zalamuje sie, gdy grubosc warstwy d staje

sie porównywalna z dlugoscia fali elektronu. Wtedy energia kinetyczna ruchu
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Rys. 3. Zaleznosc oporu Halla od indukcji

pola magnetycznego w kwantowym
efekcie Halla.

elektronów w kierunku prostopadlym do warstwy przyjmuje tylko dyskretne

(skwantowane) wartosci. Jednak dla dwóch pozostalych kierunków nadal bedzie

sie ona zmieniac w sposób ciagly. W ten sposób gaz elektronowy uzyskuje

charakter dwuwymiarowy i opór Halla przestaje zalezec od grubosci. Wtedy

jednak zamiast wzoru (1) mozemy napisac
B

(2) RH=-,
e· nd

gdzie nd jest liczba nosników, przypadajacych na jednostke powierzchni warstwy.

Wzór (2), podobnie jak (1), przewiduje liniowy wzrost oporu Halla w polu

magnetycznym. Jednakze badania doswiadczalne pokazaly, ze przewidywanie to

nie do konca jest sluszne. Stwierdzenie tego stalo sie mozliwe dzieki osiagnieciom

technologii pólprzewodników ostatnich kilkudziesieciu lat, które pozwolily

na praktyczna realizacje dwuwymiarowych ukladów elektronowych. Typowa

grubosc warstwy przewodzacej wynosi dla nich 10 nanometrów. Odpowiednio

cienkie próbki otrzymuje sie przez nakladanie kolejnych warstw atomowych

przewodnika na izolujace podloze za pomoca techniki znanej pod nazwa

epitaksji z wiazek molekularnych (MBE).

W 1980 roku Klaus von Klitzing z Instytutu Maxa Plancka ze Stuttgartu

badal efekt Halla w takim wlasnie dwuwymiarowym gazie elektronowym.

Niespodziewanie okazalo sie, ze w odpowiednio silnym polu magnetycznym

i w bardzo niskiej temperaturze zaleznosc oporu Halla od indukcji nie

odpowiada linii prostej, lecz ma charakter "schodkowy". Opór ten przyjmuje

kolejne stale wartosci
h

RH = -'-2'
Z • e

gdzie h jest stala Plancka, e - ladunkiem elektronu, a i - liczba naturalna (patrz

rysunek 3). Najwiekszym zaskoczeniem w uzyskanych wynikach jest niezwykla

"plaskosc" schodków. Pózniejsze badania wykazaly, ze wartosc oporu w obszarze

pojedynczego schodka jest stala z dokladnoscia lepsza niz 10-10. Ponadto

stwierdzono, ze dopóki próbka stanowi gaz dwuwymiarowy, to efekt jest zupelnie

niezalezny od innych, szczególowych wlasnosci, takich jak: geometryczny

ksztalt, koncentracja nosników czy rodzaj uzytego materialu. Wszystko to

sprawilo, ze ten tzw. kwantowy efekt Halla, którego odkrycie zostalo nagrodzone

Nagroda Nobla w 1985 roku, jest naturalnym kandydatem na wzorzec oporu

elektrycznego. (O kwantowym efekcie Halla pisalismy w "Aktualnosciach"

w numerze 12/1998 - redakcja.)

Uczestniczac w Warsztatach Fizyki Ciala Stalego organizowanych

przez Krajowy Fundusz na rzecz Dzieci, zorganizowanych w Instytucie

Fizyki PAN w Warszawie, uzyskalismy wyjatkowa okazje samodzielnego

pomiaru kwantowego efektu Halla. Nasz zespól badawczy to: Michal

Korch, Pawel Parys, Piotr Powalowski i Jakub Torenc. Pracowalismy pod

kierunkiem dr. Grzegorza Grabeckiego. Udostepniono nam odpowiednia

próbke z dwuwymiarowym gazem elektronowym. Byla to heterostruktura

pólprzewodnikowa AIGaAs/GaAs, w której powierzchniowa koncentracja

elektronów wynosila 3.1011 cm-2. Mielismy równiez dostep do elektromagnesu

nadprzewodzacego, umozliwiajacego generowanie pola magnetycznego o indukcji

do 9 T i ukladu niskotemperaturowego pozwalajacego schlodzic nasza

próbke do temperatury rzedu jednego Kelvina. Nie bedziemy tutaj jednak

szczególowo opisywac tych elementów ukladu, lecz zajmiemy sie tym, co nas

zainteresowalo najbardziej, czyli wielka dokladnoscia kwantowego efektu Halla.

Postanowilismy ja samodzielne sprawdzic. Nie moglismy liczyc, co prawda,

na osiagniecie dokladnosci 10-10, gdyz to wymagaloby posiadania niezwykle

wyrafinowanej aparatury. My mielismy do dyspozycji tylko standardowa

aparature sluzaca do niskotemperaturowych pomiarów elektrycznych. Niestety,

do dokladnych pomiarów oporu Halla nie mozna zastosowac, uzywanej do

"zwyklych" oporników, metody mostka Wheatstone'a, poniewaz osobnymi

sondami przepuszcza sie prad i osobnymi sondami mierzy sie napiecie. Dlatego

zastosowalismy uklad pomiarowy, przedstawiony schematycznie na rysunku 4.
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Nasza "dwuwymiarowa" warstwa, umieszczona w kriostacie

niskotemperaturowym, zostala polaczona szeregowo

z opornikiem dekadowym Rwz o dokladnosci 0,05%

(najdokladniejszym, jaki znalezlismy w pracowni). Pelnil

on w naszym eksperymencie funkcje oporu wzorcowego.

Zasada pomiaru oporu Halla polegala na porównaniu, za

pomoca tego samego miernika, napiecia Halla z napieciem

na oporze wzorcowym. Chociaz wydaje sie ona bardzo

prosta, to nie mozemy zapominac, ze nasza próbka byla

umieszczona w bardzo niskiej temperaturze, rzedu 1 K.

W takim przypadku bardzo istotne jest ograniczenie ciepla

Joule'a wywolanego przeplywem pradu. Przepuszczany prad

musial byc mniejszy od 1 Jl.A,w zwiazku z czym wartosci

mierzonego napiecia siegaly zaledwie kilku miliwoltów.

W takiej sytuacji zwykly woltomierz dawalby zbyt mala

dokladnosc ze wzgledu na zbyt maly stosunek sygnalu do

szumu. Zastosowalismy wiec technike zmiennopradowa

z woltomierzem fazoczulym VF. Prad przemienny w obwodzie byl wzbudzany za

pomoca generatora Gn (amplituda okolo 1 V, czestotliwosc 18 Hz), a natezenie

pradu ograniczylismy, wlaczajac w szereg bardzo duzy opornik R, rzedu 10 Mn

(rys. 4). Zasada fazoczulego pomiaru polega na jednoczesnym pomiarze slabego

i obarczonego szumami sygnalu z próbki i napiecia odniesienia, pochodzacego

z tego samego generatora Gn. Woltomierz "porównuje" czestotliwosc i faze obu

napiec przemiennych i "oczyszcza" mierzony sygnal z wszelkich przypadkowych

szumów. Oczyszczony sygnal wyjsciowy byl przetwarzany na postac cyfrowa

za pomoca l6-bitowego przetwornika analogowo-cyfrowego i kierowany przez

interfejs do komputera PC. Na wzorcowym oporniku dekadowym ustawiana

byla wartosc oporu bliska przewidywanej dla danego schodka, wedlug wzoru (3).
Mierzac opór wzorcowy, nalezalo pamietac, aby wykonywac ten pomiar

dokladnie w tych samych warunkach, co pomiar oporu Halla, tj. w silnym polu

magnetycznym, odpowiadajacym badanemu schodkowi. Wynika to z faktu,

ze opór szeregowy próbki wraz z kontaktami elektrycznymi zalezy od pola

magnetycznego, co moze prowadzic do pewnych zmian pradu w obwodzie.

napiecie-------,
odniesienia I

I
I
I
I
I
l
l
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Rys. 4. Uklad pomiarowy.
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Przykladowy wynik dla schodka i = 2 jest przedstawiony

na rysunku 5. Skala pionowa zostala wyznaczona przez

porównanie z oporem wzorcowym. Wyznaczona wartosc

oporu schodka wynosi 12903 ± 6 n. Zgadza sie to bardzo

dobrze z wartoscia teoretyczna 12906 n. Blad wzgledny

naszego pomiaru wynosi 0,05% i wynika on, oczywiscie,

z ograniczonej dokladnosci oporu wzorcowego. Zauwazmy

jednak, ze schodek na rysunku 5 jest praktycznie plaski,

a niewielkie odchylenia maja charakter prostokatnych

skoków o wartosci okolo 1 n. Jest to wynik zmian

zero-jedynkowych najmniej znaczacego bitu naszego

przetwornika analogowo-cyfrowego. To jest, oczywiscie,

najmniej sza zmiana oporu, która moglismy wykryc

i stanowi ona granice dokladnosci bezwzglednej pomiaru.

A zatem schodek jest rzeczywiscie niezwykle plaski,

tak ze przy uzyciu naszej aparatury jego nachylenia nie

bylismy w stanie uchwycic. Mozemy jedynie powiedziec,

ze wzgledna dokladnosc kwantyzacji oporu jest lepsza

niz 8 . 10-5, bowiem takiej wartosci odpowiada wlasnie

najmniejszy skok oporu. Przekonalismy sie zatem osobiscie

o niezwyklej dokladnosci kwantowego efektu Halla. A moze ktos z Czytelników

zaproponowalby jakas metode pozwalajaca na dalsze zwiekszenie dokladnosci

naszych pomiarów przy uzyciu tej samej aparatury?
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Rys. 5. Zaleznosc oporu poprzecznego próbki od indukcji

magnetycznej. Schodek dla i = 2.
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Uczestnicy Warsztatów bardzo serdecznie dziekuja dr. Grzegorzowi Grabeckiemu

i Instytutowi Fizyki PAN za umozliwienie samodzielnych badan i stala pomoc
przy ich przeprowadzaniu.
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