
Jak rozpoznac chaos?
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Slowo chaos stalo sie ostatnio niezwykle modne w literaturze

popularnonaukowej. Czesto mozna uslyszec o matematyce chaosu,

chaosie deterministycznym, ukladach chaotycznych itd. Chaos kojarzy sie

z nieuporzadkowaniem, balaganem. Czy tak jest równiez w matematyce? Co to

znaczy, ze jakis uklad jest chaotyczny?

Zagadnieniem tym zajmuje sie galaz matematyki zwana teoria ukladów

dynamicznych. Dziedzina ta wyrosla na przelomie XIX i XX wieku z rozwazan

nad pewnymi problemami mechaniki i równan rózniczkowych i bada, naj ogólniej

mówiac, ewolucje róznych ukladów w czasie. Z matematycznego punktu

widzenia uklad dynamiczny (z czasem dyskretnym) to pewna przestrzen X wraz

z przeksztalceniem f : X ---+ X. Poniewaz wartosci f leza w tej samej przestrzeni
co argumenty, mozemy rozpatrywac wielokrotne zlozenia tej funkcji. Oznaczmy

fn = f o ... o f . Takie zlozenie nazywamy n-ta iteracja przeksztalcenia f.
'---v---'

n razy

Wygodnie jest przyjac fO(x) = x. Trajektoria lub orbita punktu x nazywamy

zbiór {r(x)}n2:0. Interesuja nas graniczne zachowania trajektorii punktów
przestrzeni X, czyli co dzieje sie z punktami, gdy iterujemy przeksztalcenie f
bardzo wiele razy.

Zobaczmy na prostym przykladzie, jaki uklad mozemy nazwac chaotycznym.

Niech na plaszczyznie S bedzie okregiem o srodku w poczatku ukladu

wspólrzednych i promieniu 1. Kazdy punkt x E S jest jednoznacznie okreslony

przez swoja katowa wspólrzedna w ukladzie biegunowym, czyli przez

zorientowany kat a, który tworzy os OX z odcinkiem laczacym poczatek

ukladu z punktem x. Okreslmy przeksztalcenie f : S ---+ S, przyporzadkowujac

punktowi o kacie a punkt o kacie 2a (pamietajmy, ze utozsamiamy katy rózniace

sie o wielokrotnosc 27T').Pozornie wydaje sie, ze nasze przeksztalcenie jest

tak proste i regularne, iz nie ma tu mowy o zadnym chaosie. Cóz moze byc

latwiejszego od mnozenia przez 2? A jednak. ..

Bedziemy iterowac nasza funkcje. Wyobrazmy sobie, ze co sekunde stosujemy

przeksztalcenie f i patrzymy, co stanie sie z róznymi punktami po dlugim
czasie. Spójrzmy najpierw na dwa punkty lezace bardzo blisko siebie (odleglosc

miedzy punktami z S wygodnie jest mierzyc przez dlugosc krótszego luku

miedzy tymi punktami). Zalózmy, ze odleglosc ta jest bardzo mala, np. równa

co = 0,000000000001, czyli tyle co nic. Jak zmieni sie ona po jakims czasie?

Latwo sprawdzic, ze po kazdej z poczatkowych iteracji f odleglosc miedzy
bliskimi punktami wzrasta dwa razy. Po pierwszej sekundzie mamy wiec

CI = 0,000000000002 - w dalszym ciagu tyle co nic. Ale juz po 15 sekundach

mamy 1015 = 0,00000003 ... , po 30 sekundach 1030 = 0,001 ... , a po 40

sekundach ta odleglosc jest juz równa 1040 = 1,099 ... Widzimy, ze trajektorie
naszych punktów rozbiegly sie niezmiernie szybko. Co wiecej, gdy nadal

bedziemy iterowac funkcje f, to losy tych punktów moga byc zupelnie rózne.

Jeden z nich moze, na przyklad, wpasc w punkt o wspólrzednej katowej O i tam

pozostac, bo jest to punkt staly przeksztalcenia f. Drugi zas moze biegac po
okregu S i nigdy nie wracac do wczesniejszych polozen, a jego trajektoria moze

nawet byc gesta w S, to znaczy odwiedzac kazdy niepusty otwarty luk w S.

Widac stad, ze trajektorie dwóch dowolnie bliskich punktów z S zawsze

oddalaja sie od siebie po pewnym czasie. Ta wlasnosc, zwana w teorii

ukladów dynamicznych wrazliwoscia na warunki poczatkowe, jest

jedna z charakterystycznych cech chaosu. Bardzo to niewygodne dla

eksperymentatorów - pomiar zawsze jest obciazony pewnym bledem, wiec

w ukladzie chaotycznym nie mozna przewidziec, co stanie sie z danym punktem

po bardzo dlugim czasie. Najlepszym przykladem jest tu prognoza pogody.

Mozna niezle przewidziec pogode na jeden, dwa lub trzy dni naprzód, ale nie

na miesiac! Prognozy podawane w srodkach masowego przekazu, takie jak "Zima
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bedzie w tym roku mrozna, ale bez sniegu, styczen bedzie cieply, a luty zimny"

to czysta statystyka. No wlasnie, statystyka, prawdopodobienstwo ... Tam

równiez wystepuje pewien rodzaj chaosu wynikajacy z nieprzewidywalnosci.

Nie wiemy, za którym razem wypadnie orzel przy wielokrotnym rzucie moneta,

choc wiemy, ze srednio bedzie to polowa razy. Ale to jest inny rodzaj chaosu, tak

zwany chaos stochastyczny, niedeterministyczny. Natomiast chaos w ukladach

dynamicznych to chaos deterministyczny - wzór naszej funkcji jest scisle

okreslony, mozemy dokladnie wyliczyc, co stanie sie po paru poczatkowych

iteracjach przeksztalcenia. Trudnosc polega na tym, ze przy duzej liczbie iteracji

ilosc obliczen rosnie wykladniczo i zaden komputer nie da sobie z tym rady.

Popatrzmy na przyklad, jak komputer radzi sobie z iterowaniem naszego

przeksztalcenia, czyli mnozeniem kata przez dwa. Wspólczesne maszyny

posluguja sie z reguly arytmetyka dwójkowa - liczby reprezentowane sa jako

ciagi zer i jedynek o pewnej okreslonej dlugosci. Mnozenie przez 2 liczby

w ukladzie dwójkowym to po prostu przesuniecie wszystkich cyfr jej rozwiniecia

o jedno miejsce w lewo. Ale poniewaz komputerowa reprezentacja liczby ma

skonczona dlugosc, to ciag tych cyfr obcina sie na pewnym miejscu i dopisuje

zera. Zatem po pewnej liczbie iteracji naszego przeksztalcenia (zaleznej od

dokladnosci reprezentacji) okaze sie, ze wszystkie punkty wpadly w punkt

o wspólrzednej O - oczywisty absurd. Ten przyklad, mimo pewnych uproszczen

(komputerowe reprezentacje liczb moga byc bardziej wyrafinowane) pokazuje,

ze istnieja zasadnicze ograniczenia przy komputerowym modelowaniu ukladów

chaotycznych. Zeby jeszcze wszyscy naukowcy o tym pamietali ...

Wrócmy do naszego przykladu. Kolejna cecha chaosu, o której juz

wspomnielismy, jest istnienie gestych trajektorii. Jak wykazac, ze istnieje

punkt z B, którego trajektoria odwiedza kazdy niepusty otwarty luk okregu?

Najlatwiej zrobic to za pomoca kodowania. Oznaczmy górna polowe okregu

(wraz z punktem o wspólrzednej katowej O) przez G, a dolna (wraz z punktem

o wspólrzednej katowej 7r) przez D. Kazdemu punktowi x na okregu mozemy

teraz przyporzadkowac ciag an (x), n = O, 1, ... zlozony z zer i jedynek, kladac

an = O, gdy r(x) E G i an = 1, gdy r(x) E D. Jest to wlasnie nasze kodowanie.

Latwo sprawdzic, ze dwa rózne punkty po pewnej liczbie iteracji f wpadna
w dwie rózne polówki okregu, wiec kodowanie to jest róznowartosciowe. Widac

tez, ze an(f(x)) = an+1(x), czyli przeksztalcenie f przesuwa caly kod punktu

o jedno miejsce w lewo, obcinajac jego pierwsza cyfre. Ciagi zer i jedynek

kojarza sie z rozwinieciem dwójkowym ... Rzeczywiscie, jak latwo sie przekonac,

nasze kodowanie to po prostu rozwiniecie dwójkowe wspólrzednej katowej

punktu x podzielonej przez 27r. Mozemy teraz znalezc punkt o gestej trajektorii.

Oznaczmy przez Bn,l,"" Bn,2n wszystkie bloki (skonczone ciagi) dlugosci n
zlozone z zer i jedynek. Zauwazmy, ze punkty o kodzie rozpoczynajacym sie od

2n

Bn,k tworza luk In,k C B o dlugosci 27r /2n oraz U In,k = B. Spójrzmy teraz na
k=l

punkt Xo o kodzie

Bl,lBl,2B2,lB2,2B2,3B2,4 ... Bn_l,2n-lBn,l ... Bn,2nBn+1,l ... ,

czyli na punkt, którego wspólrzedna katowa podzielona przez 27r ma wlasnie

takie rozwiniecie dwójkowe. Poniewaz w kodzie punktu Xo wystepuja wszystkie

mozliwe bloki oraz f przesuwa kody punktów o jedno miejsce w lewo, trajektoria

punktu Xo odwiedzi wszystkie luki In,k, a wiec bedzie gesta w B. Mozna
wykazac, ze takich gestych trajektorii jest nieskonczenie wiele, a nawet

ze wiekszosc punktów (scislej: prawie wszystkie w sensie miary Lebesgue'a

na B) ma takie trajektorie. Wynika z tego, ze w B istnieje gesty zbiór punktów

o gestych trajektoriach. Z drugiej strony, punkty o kodach, w których jest

skonczona ilosc jedynek (czyli punkty, które po pewnej ilosci iteracji wpadna

w punkt o wspólrzednej katowej O, majacy kod zlozony z samych zer), tez

tworza zbiór gesty w B. Ich trajektorie na pewno nie sa geste, bo sa skonczone.

Zauwazmy tez, ze biorac jakikolwiek nieskonczony ciag zlozony z zer i jedynek

(na przyklad uzyskany losowo przy wielokrotnym rzucie moneta), znajdziemy
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Uwaga! Zdanie obok nie jest calkowicie

scisle. Przy naszej definicji kodowania

istnieja pewne nieskonczone ciagi zlozone

z zer i jedynek, które nie sa kodami

zadnego punktu z S. Jakie to ciagi?

punkt w S, którego orbita odwiedza górna i dolna polówke okregu w takim

porzadku, jaki wyznacza ten ciag.

Trzecia cecha chaosu, o której tu wspomnimy, dotyczy punktów okresowych

przeksztalcenia f. Punkt okresowy o okresie p to punkt x, dla którego

f P (x) = x. Otóz cecha ukladu chaotycznego jest wystepowanie gestego zbioru

punktów okresowych i gestego zbioru punktów nieokresowych. Pozostawiamy

Czytelnikowi sprawdzenie tej wlasnosci w naszym przypadku. Okazuje sie

przy tym, ze f ma punkty okresowe o wszystkich okresach, co równiez jest

cecha ukladu chaotycznego. Z opisanych wyzej wlasnosci wynika niestabilnosc

naszego ukladu. Przy dowolnie malej zmianie punktu z S jego zachowanie pod

dzialaniem iteracji f moze drastycznie sie zmienic.

Widzimy wiec, ze nasz pozornie prosty uklad ma naprawde skomplikowane

wlasnosci. Wybierajac "losowo" punkt z okregu, mamy male szanse

przewidzenia jego trajektorii ...

_ Zadania

c Redaguje Lukasz WIECHECKI

Rys. 4

Po

Pl

Rys. 5

F 554. Do rurki barometru rteciowego dostal

sie pecherzyk powietrza, w wyniku czego przy

cisnieniu atmosferycznym Po i temperaturze To

wysokosc slupa rteci w rurce zmniejszyla sie do

Hl (rys. 5). Ile wynosi cisnienie atmosferyczne
(w mm Hg), jesli w temperaturze T wysokosc slupa
rteci w uszkodzonym barometrze wynosi H?

Rozwiazanie na str. 4

Tym razem wszystko kreci sie wokól przeuroczego twierdzenia geometrycznego, którego

tresc zawarta jest w zadaniu M 963. Zadania M 961 i M 962 sa jego giermkami.

F 553. Naczynie o objetosci V polaczone jest z pompa tlokowa, w której

B objetosc komory wynosi V' (rys. 4). Ile ruchów tlokiem nalezy wykonac, aby

cisnienie w naczyniu zmniejszylo sie od p do p'. Cisnienie atmosferyczne

wynosi Po, zmiany temperatury mozna zaniedbac.

Rozwiazanie na str. 11

M 961. Dany jest czworokat wypukly ABCD oraz punkty K, L, M, N

polozone tak jak na rysunku 1, przy czym wiadomo, ze I~~\= II~~I= CI: oraz

B I~/~II= i~~1= (3. Udowodnic, ze jesli P jest punktem przeciecia odcinków KL

. IMP\ _ . IKPI - (3
l MN, to IPNI - CI: l IPLI - .

Rozwiazanie na str. 13

M 962. Boki AB i CD czworokata wypuklego ABCD podzielono na k równych

czesci, a nastepnie odpowiadajace sobie punkty polaczono odcinkami (rys. 2).

Udowodnic, ze pola SI,"" Sk powstalych w ten sposób czworokatów tworza

ciag arytmetyczny.

Rozwiazanie na str. 13

B M 963. Boki AB i CD czworokata ABCD podzielono na m, a boki BC i AD -

na n równych czesci, gdzie m i n sa liczbami nieparzystymi. Nastepnie polaczono

odcinkami odpowiadajace sobie punkty na przeciwleglych bokach (rys. 3 dla

m = 3, n = 5). Udowodnic, ze pole srodkowego, powstalego czworokata jest mn
razy mniejsze niz pole czworokata ABCD.
Rozwiazanie na str. 8
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