& Informatyczny kacik olimpijski (20): Palindromy
Rozwigzanie zadania M 1243.
Zauwazmy, ze jesli liczba k nalezy do
zbioru wartosci funkeji f, to liczba k + 1
tez nalezy do zbioru wartosci tej funkcji.
Istotnie: jesli f(m) = k dla pewnego

m €N, to f(f(m)) = f(m)+1=Fk+ 1.
Ponadto liczba 1 nalezy do zbioru
wartosci funkcji f. Stad wynika, ze
zbiorem wartosci funkcji f jest caly
zbiér N.

W tym kaciku informatycznym — zadanie Palindromy z finatu XIIT Olimpiady
Informatyczne;j.

Mamy danych n réznych palindroméw (czyli stéw, ktore sa takie same czytane
od poczatku, jak i od kofica) zlozonych z malych liter alfabetu angielskiego

(a wiec mamy co najwyzej 26 réznych liter). Wiemy, ze sumaryczna dlugosé
wszystkich palindroméw jest nie wigksza niz m. Pytanie jest nastepujace: ile
jest réznych par (uporzadkowanych) podanych palindroméw, ktére sklejone daja
takze palindrom?

Wobec tego, jesli n € N, to istnieje
taka liczba m € N, ze f(m) = n. Stad
f(n)=f(f(m))=f(m)+1=n+1.
Otrzymali$my sprzecznosé, gdyz wobec
f(n) > 2 dla kazdego n € N, wartos¢ 1
nie moze by¢ przyjmowana.

Na poczatku wprowadzmy kilka oznaczen. Jesli A jest stowem, to przez A
oznaczymy A czytane od tytu. Zatem A jest palindromem, jesli A = A. Dalej,
przez Alj oznaczymy prefiks A o dlugosci k (a wiec pierwsze k liter stowa A),
za to przez A|¥ — sufiks A o dlugosci k (tj. k ostatnich liter A). I jeszcze,
niech |A| bedzie dlugoscia stowa A.

Zacznijmy od kilku spostrzezen, ktére narzucaja sie po przeanalizowaniu chocby
przykladu do tego zadania — Czytelnikowi proponuje rozpisanie wlasnego

i przyjrzenie mu sie. Po pierwsze, na pewno kazdy palindrom A z wejscia
zwicksza wynik co najmniej o 1. Jest tak dlatego, ze skoro A = A, to AA = AA.
Po drugie, niech A i B beda takimi palindromami, ze AB tez jest palindromem,
oraz niech k = |A] < |B| =1 (zachodzi albo to, albo nieréwnosé¢ w druga strone
— dlugosci nie moga by¢ sobie réwne, bo wtedy mieliby$my A = B). Wtedy BA
réwniez jest palindromem. Faktycznie, zachodzi A = A = B—|’f = B|k, a ponadto

No to teraz mozemy zastanowi¢ sie nad tym, kiedy dwa
palindromy A i B (|A| < |B|) tworza palindrom AB.
Na pewno trzeba, zeby A = B|IAl = B| 4|, czyli zeby A
byto prefiksem B. Poza tym jeszcze B||p|—|a) musi by¢
palindromem (jest to $rodek AB, po ucieciu z poczatku
i z konca |A| liter). Na bazie tych dwéch warunkéw
zbudujemy juz rozwiazanie zadania.

Zacznijmy od tego, jak znalez¢é wszystkie palindromy A
z wejscia, bedace prefiksami palindromu B? Zal6zmy,
ze wejécie jest posortowane leksykograficznie.
Zauwazmy, ze jesli A jest prefiksem B, to w kolejnosci
leksykograficznej miedzy nimi moga znalezé sie tylko
takie stowa C, ze A jest prefiksem C. Zalézmy, ze
mamy policzong liste L wszystkich sposréd naszych
palindromoéw, ktére sg prefiksami C, C' wystepuje
bezposrednio przed B w kolejnosci leksykograficznej
oraz znamy maksymalne mozliwe ¢ spelniajace

C|; = B|; (obliczenie takiego i to koszt O(|B| + |C])).
Wtedy lista wszystkich sposréd naszych stow,

ktore sa prefiksami B, to lista L uzupelniona o C,

z ktorej zostaly usunigte wszystkie stowa dtuzsze

niz ¢. Dlugosé tej listy dla C jest ograniczona

przez dtugoéé C' (na wejsciu mamy parami rézne
palindromy), a wiec cala operacja otrzymania

listy dla B z listy dla C ma koszt O(|B| + |C|).

W drugim kroku chcieliby$my sprawdzié, dla danej
pary palindroméw A i B, gdzie A wystepuje na

lisScie odpowiadajacej B, czy rzeczywiscie AB jest
palindromem, czyli czy Bl p|—|4| tez nim jest. BJ; jest
palindromem wtedy i tylko wtedy, gdy B|; = B|i = B'.
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Bl jest palindromem, wiec B
tutaj réwnowaznosé, czyli jesli BA jest palindromem, to AB réwniez.

|'=F réwniez. Latwo zauwazyé, ze wystepuje

Sumarycznym wynikiem jest wiec n + 2q, gdzie ¢ to liczba takich par réznych
palindroméw AB, ze |A| < |B.

A w takim razie BJ; musi by¢ jednoczesnie i prefiksem,
i sufiksem stowa B. A to juz brzmi znajomo —

w tym momencie warto skorzysta¢ z algorytmu
Knutha-Morrisa-Pratta (Czytelnikowi nieobeznanemu
z tym algorytmem polecam skorzystanie z mnostwa
materialéw dostepnych w Internecie). W tym algorytmie
wyznaczana jest tablica prefiksowa P, w ktérej

PJi] jest dlugoscia najdtuzszego prefiksu, bedacego
jednoczesnie sufiksem slowa B|;. Zauwazmy, ze
dlugoscia najdtuzszego prefiksu, bedacego jednoczesnie
sufiksem B jest P[|B|], nast¢pnego najdiuzszego —
P[P]|B|]], itd., az w koncu P[P[...[P[|B]]]...]] = 0.
Algorytm KMP oblicza tablice P w czasie O(|B|),

a my w takim samym czasie mozemy odczytaé z niej
dhugosci wszystkich prefikséw B bedacych sufiksami B,
czyli palindromami. Po tych wstepnych obliczeniach
mozna juz natychmiastowo sprawdzi¢, dla kazdego
palindromu A z listy odpowiadajacej B, czy Bl g|—4
jest palindromem.

W takim razie sumaryczny czas, jaki musimy

poswiecié¢ B, jest rzedu O(|B| + |C|), gdzie C

jest poprzednim leksykograficznie palindromem,

a wiec sumaryczny czas calego algorytmu, nie liczac
sortowania, to O(m). Czytelnikowi pozostawiam sprytna
implementacje algorytmu sortowania pozycyjnego tak,
zeby zlozonosé calego algorytmu pozostata O(m).
Liczba ,,obrotow” sortowania moze by¢ bliska 26m, ze
wzgledu na rozmiar alfabetu — chociaz te stata da sie
znaczaco zmniejszy¢, co réwniez polecam jako ¢wiczenie.
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