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Rozwigzanie zadania M 1301.
Zauwazmy, ze Halinka, wykonujac wigcej
rzutéw, musi wyrzuci¢ wigcej ortéw lub
wiecej reszek niz Ferdek. Z drugiej strony
nie moze wyrzuci¢ jednoczesnie wigcej

ortéw i wiecej reszek, poniewaz wtedy
musiataby odda¢ o co najmniej dwa rzuty
wigcej. To oznacza, ze zajdzie doktadnie
jedno z dwéch zdarzen: Halinka wyrzuci
wiecej ortéw albo wyrzuci wiecej reszek.
Poniewaz moneta jest symetryczna, wigc
prawdopodobienstwa obu tych zdarzen
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Jaka to liczba?
Francesc ROSSELLO*

Na og6l matematycy nie sa ulubionymi go$émi na przyjeciach. Poprzedza
nas reputacja nudziarzy, zanurzonych myslami w definicjach i twierdzeniach.
A jednak mozemy uzy¢ naszej wiedzy, by oczarowaé zebranych magicznymi
trikami, opartymi na wlasnosciach matematycznych. Moze przy okazji ktos
zainteresuje si¢ matematyka?

W jednej ze swoich pierwszych ksiazek Mathematics, Magic and Mystery,
przywolywanej juz w tym numerze Delty, Martin Gardner pokazuje wiele
magicznych chwytow matematycznych. Niektore z nich, polegajace na
odgadywaniu ukrytej liczby, wywodza sie z nastepujacej wlasnosci liczby 9:

Niech n bedzie dodatnia liczba naturalna. Sumujemy jej cyfry, a nastepnie
sumujemy cyfry otrzymanego wyniku — i tak dalej, az do uzyskania liczby
jednocyfrowej (zwanej pierwiastkiem cyfrowym wyjsciowej liczby i oznaczanej
symbolem [n]). Wéowczas jesli

e n jest wielokrotnoscia 9, to [n] = 9;

e n nie jest wielokrotnoscia 9, to [n] jest reszta z dzielenia n przez 9.

Wynika stad, ze dla dowolnych dodatnich liczb naturalnych n, m zachodza
réwnosci [n + m] = [[n] + [m]] oraz [n - m] = [[n][m]] (dlaczego?).

Ksiazka Gardnera miesci wiele trikéw opartych na tej wlasnosci. Tu bedzie
mowa o takim, ktéry — o dziwo — u Gardnera sie nie pojawit, choé¢ bardzo do
niego pasuje. Wymaga on nieco wprawy obliczeniowej, a moze takze troche
umiejetnosci aktorskich. Prosimy kogo$ (nazwijmy kogosia, na przyklad, Ania)
o wybranie w myslach liczby trzycyfrowej; nazwijmy ja abc. Teraz prosimy Anig,
by gdzie$ na kartce (niewidocznej dla nas) dodala wszystkie liczby otrzymane
przez permutacje cyfr wybranej liczby — bez niej samej — i podata nam tylko
otrzymana sume. Na przyklad, gdyby Ania pomyslata liczbe 527, powinna teraz
dodaé liczby 572, 257, 275, 725, 752. Przyjmujemy, ze cyfry sa rozréznialne,

a wiec np. liczba 333 tez daje 5 dodatkowych permutacji cyfr. Co wiecej,

nie przeszkadza nam 0, nawet jesdli pojawi sie na poczatku nowej liczby.

Po otrzymaniu sumy prosimy Anie, by skoncentrowala mysli na wybranej na
poczatku liczbie i po chwili (pokrywajac umiejetnosciami aktorskimi niezreczna
przerwe potrzebna na obliczenia pamieciowe). .. podajemy jej te liczbe. Jak to
mozliwe? Zbadajmy cala sytuacje.

Jesli wymyslona liczba jest abe, to niech Syp. = acb + bac + bea + cab + cba oraz
Tape = abc + Sape. Rzecz jasna, znajac Sgpe, potrafimy podaé liczbe abe, jesli
tylko potrafimy obliczyé¢ Tyhpe, gdyz wtedy abc = Tope — Sape-

Zauwazmy, ze
Tope = (a-1004+b0-104+¢)+ ...+ (c-100+b- 10+ a) =
=(2-a+2-b4+2-¢)(100+10+1) =222 (a+ b+ c).
Widaé, ze znajomoé¢ liczby a + b + ¢ pozwoli wyznaczy¢ Type. Liczmy wige dalej:
Sape = Tape —abc=(2-a+2-b+2-¢)(100+10+1) — (a- 100+ b- 10 + ¢),
co po krétkich obliczeniach daje Sup. = wielokrotnosé 9 +5 - (a + b+ ¢), czyli
2 Sape = wielokrotnosé 9 4+ 10 - (a + b + ¢) = wielokrotnosé 9 + (a + b+ c).
Tak wiec reszta r z dzielenia a + b + ¢ przez 9 jest réwna reszcie z dzielenia

2+ Sape przez 9, czyli pierwiastkowi cyfrowemu [2 - Sypc]. A ten pierwiastek
mozemy obliczyé, poniewaz znamy Sgpe 1 wiemy, ze [2 - Sape] = [2 - [Sabe]]-

Znajomosé reszty r to nie wszystko, cho¢ duzo. Mamy bowiem
1<a+b+c<27, atooznacza, ze a + b+ ¢ moze byé¢ réwne r, r + 9 lub
r + 18. Ktére z nich? Wréémy do Type 1 rozpatrzmy te trzy mozliwosci:
222 -1,
Tope =222-(a+b+c) = {222- (r+9)=222-r+ 1998,
222 - (r + 18) = 222 - r + 3996.
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Rozwigzanie zadania F 780.

Na stot dziata sita cigzkosci, wywierana
przez lezaca na blacie czeéé tancucha,

oraz impuls pedu. Gérny koniec

tanicucha po przebyciu odlegtosci =
spada z predkoscia +/2gz. Dlugosé
tanicucha lezgcego na blacie to @ = gt?/2.
Ped przekazywany stotowi wynosi

p = mvAz/l, a sila w ten sposéb
wywierana jest réwna
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Widzimy, ze te mozliwe wartosci Type 16znia sie o prawie 2000 (co najmniej),
znamy Sqpe 1 wiemy, ze 100 < abe < 1000. Pozwala to jednoznacznie

wybra¢ odpowiednia z tych wartosci. To pierwsza z nich, ktéra jest wieksza
od Sgpe + 100.

Przes$ledzmy to na przykladzie liczby 527 wybranej przez Ani¢. Dowiadujemy si¢

od niej, ze Sso7 = 2581.

e Obliczamy [2581] = 7, mnozymy przez 2 i znéw obliczamy pierwiastek cyfrowy.
Dostajemy r = 5.

e Mnozymy: 222 -5 = 1110.

e Pierwsza mozliwa wartoscia Tso7 jest 1110 + 1998 = 3108 i w rezultacie. . .

e ... wybrana liczba jest 3108 — 2581 = 527.

Pozostaje jeden szkopul: jak szybko obliczy¢ w pamieci pierwiastek cyfrowy?
Otoéz jest prosta i szybka metoda. W trakcie sumowania cyfr wybranej liczby n
(na przyklad, od lewej) zastepujemy kazda sume cze$ciowa wigksza od 9
suma jej cyfr. Zobaczmy to na przykladzie liczby 8742953 (symbol = oznacza
zastapienie liczby dwucyfrowej suma jej cyfr):
8§ —=84+7=15=6—-6+4=10=1—-1+2=3—

—349=12=3—-34+5=8—8+3=11=2.

Tak wiec [8742953] = 2. Troche treningu i mozna iS¢ na przyjecie!

Zauwazmy na koniec, ze z wlasnoéci pierwiastka cyfrowego mozna wyciagnaé
interesujacy wniosek. Jesli w zapisie dziesietnym pewnej wielokrotnosci liczby 9
brakuje jednej cyfry (i wiemy, Ze nie jest nia zero), latwo mozemy ja odtworzyé
— jest nia ta cyfra, ktérej brakuje pierwiastkowi cyfrowemu do 9, lub 9, gdy
pierwiastkiem jest 9 (dlaczego?). Popatrzmy dla przyktadu na liczbe 2308302,
ktoéra jest wielokrotnoscia 9. Jedli usunieto z niej cyfre 8 i podano nam pozostale
cyfry (2, 3, 0, 3, 0, 2), obliczamy pierwiastek cyfrowy dowolnej liczby zbudowanej
z tych cyfr, na przyklad, [230302] = 1 i wiemy juz, ze brakujaca cyfrajest 9 — 1 = 8.

Niestety, tak dobrze nie jest, gdy pozwolimy, by usunieta cyfra byto 0. W naszym
przyktadzie mamy [230832] = 9, a to oznacza, ze brakujaca cyfra moze by¢ 0 lub 9.
Ale céz, zgadywanie zawsze jest obarczone pewnym ryzykiem. . .

ttumaczyl Wiktor BARTOL

Poliboromeusze

Matematycy wiedza, ze zabawy ze sznurkiem moga by¢ zrodtem réznych zadan
i probleméw matematycznych, czesto bardzo powaznych, o daleko idacych
konsekwencjach. Wezltem w matematyce nazywa sie sznurek, zapleciony lub nie,
z utozsamionymi (zawigzanymi lub sklejonymi) koncami, czyli taki powyginany
i zapleciony okrag. Kilka takich weztéw nazywa sie splotem, a elementy

splotu ogniwami. Ogniwa w splocie moga by¢ zaczepione lub nie. Znany

jest dosé zaskakujacy przykltad splotu, nazywanego splotem Boromeuszéw,
gdyz wystepuje w herbie tego rodu. Splot Boromeuszow ma niezwykta ceche:
wszystkie trzy ogniwa sa splecione, ale dowolne dwa nie. Oznacza to, ze gdy
rozetniemy dowolne ogniwo, pozostale dwa beda niezaplecione. Pojawia sie
naturalne pytanie: czy mozna w podobny sposéb zaplesé 4, 5, 6 lub wiecej
ogniw (np. wykonanych wlasnie ze sznurka)? W podobny sposéb, czyli tak, ze
rozciecie dowolnego ogniwa spowoduje rozpad catego splotu. Martin Gardner
podaje taki przyktad dla dowolnej liczby ogniw. Czy wiesz, Czytelniku, jak

go skonstruowaé? (Rozwiazanie Gardnera w numerze.) Pojawiaja sie jednak
kolejne pytania. Na przyktad: czy dla czterech ogniw istnieje rozwiazanie rézne
od zaproponowanego przez Gardnera? Ile jest takich rozwiagzan i czy w ogdle to
sie da okresli¢? A gdy liczba ogniw bedzie réwna 5, 6 lub wiecej?

Sploty o opisanych wlasnosciach nazywane sa czasem splotami Brunna, za
D. Rolfsenem, autorem pigknej ksiazki Knots and Links.
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