Jak oblicza¢ sumy poteg za pomoca rachunku réznicowego?
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W ksiazce tej sumowanie oznaczane
jest symbolem Z f(z)dz, co nasladuje
symbolike rachunku catkowego. Tutaj
symbol ten zostal zmieniony, bo znak
Z wystepuje tez w zupelnie innym
znaczeniu, a wszystkie uzywane funkcje
sg jednoargumentowe.

Jest tez réznica w oznaczeniu zakresow
sumowania oznaczonego: mamy
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Ten wzér w przypadku 0 < k < n mozna
objaéni¢, gdy zauwazymy, ze dzielac
zbiér n-elementowy na k niepustych
podzbioréw, tworzymy z jednego

z n elementéw zbiér jednoelementowy
(co mozna zrobi¢ na S(n — 1,k — 1)
sposob6w) lub umieszczamy go (na jeden
z k sposobéw) w jednym ze zbioréw,

do ktérych bedziemy jeszcze doktadaé
elementy (na S(n — 1, k) sposobéw).
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Jak wiadomo, pochodna opisuje zmiany danej wielkosci (np. tak dziala
predkosciomierz w samochodzie). Z kolei caltka opisuje sytuacje odwrotna

— odtwarza dana wielko$¢ z jej zmiennosci (tak np. dziala licznik energii
elektrycznej). Mozna sobie wyobrazié, ze urzadzenia obliczajace pochodna czy
calke nie dzialaja w sposob ciagly, lecz skokowo. Wéwcezas mozemy odpowiednik
pochodnej nazwaé rézZnicg i zdefiniowaé jako

Af(x) = flz+1) = f(2).

Bez trudu mozna przekonac sie, ze prawdziwe sa nastepujace zaleznosci
A(f(z) £g(x) = f(z) £9(z),  A(f(2)g(x)) = f(z)Ag(x) + g(x +1)Af(2),
skad — wobec oczywistego Ac = 0 dla dowolnej statej ¢ — mamy np.
Alef(x)) = cAf(z).
Znajacy rachunek rézniczkowy widza, ze wzory te sa doktadnymi odpowiednikami
wzoréw dla pochodne;j.

Z kolei odpowiednik catki bedziemy nazywali antyréznicg lub sumowaniem
i oznaczali & f(x). Zatem

6f(z) = g(z) + ¢ = f(z) = Ag(x).
I tutaj mozna wypisa¢ wiele wzoréw analogicznych do wystepujacych
w rachunku catkowym. Np. odpowiednik wynikajacej ze wzoréw wypisanych
wyzej zaleznosci

S(f(z)Ag(x)) = f(z)g(x) — S(g(x + 1)Af(z))
nazywany jest calkowaniem przez czesci — tu nazwiemy go sumowaniem przez czesci.

Podobnie tez, jak w rachunku catkowym, wprowadzimy sumowanie oznaczone GZ
okreslone przez warunek:

jesli & f(x) = g(x), to & f(x) = g(b) — g(a).
Poza zaciekawiajaca analogia do pochodnych i catek wprowadzone pojecia
maja szereg interesujacych zastosowan. Tu zajmiemy sie jednym z nich —
wykorzystamy je do obliczenia dla danego m sumy dowolnie wielu m-tych poteg
kolejnych liczb naturalnych, poczynajac od 1.

Do tego celu potrzebne nam bedg tzw. liczby Stirlinga IT rodzaju, ktore
bedziemy oznaczali S(n, k). Liczby te méwia, na ile sposobéw mozna podzielié
n-elementowy zbiér na k niepustych, roztacznych podzbioréw. Liczby Stirlinga
spelniaja nastepujaca zaleznos¢ rekurencyjna:
0 gdy k>nV (k=0An>0),
S(n,k)=1<1 edy k = n,
k-Sn—1,k)+Sn—1,k—1) gdy 0<k <n.
Potrzebne nam tez beda jeszcze pewne modyfikacje pojecia potegi. Potege kroczqcg
zdefiniujemy w nastepujacy sposob:

zx—1)...(x—m+1) dlameZ,,
s =¢ 1 dla m =0,
1
@D @T2) @] dlameZ_.

Zauwazmy, ze
Ax™ = (z +1)2 — 2™ = ma™=L,
Okazuje sie, ze zroznicowana potega kroczaca zachowuje si¢ analogicznie do
zrozniczkowanej zwyklej potegi.
Warto odnotowac, ze
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m
czego wygodniej nam bedzie uzywaé, gdy m # 0 zastapimy przez k + 1
i
=k,
k+1
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Rozwigzanie zadania M 1308.
Zauwazmy, ze dla x € [—2, 2]
mozemy napisaé¢ x = 2 cos p.
Wtedy f(z) = 2cos 3¢ i ogblnie
fn(x) = 2cos3™¢. To oznacza, ze
fn(z) =0dla x = 2cos (2;“;}3” .
Poniewaz funkcja cos jest malejaca
w przedziale (0, 7), wiec pierwiastki

otrzymane dla k =0,1,...,3" — 1
beda rézne, a wigcej pierwiastkéw
frn mieé nie moze.

Wykorzystujac definicje antyréznicy, otrzymujemy wzor na sumowanie:

L, wktL
Gt = . k#£ -1
x Pl +c #*
Musimy jeszcze zastanowié sie, czy istnieje taka funkcja f(x), ze
1
A — =l = )
fla) =t = —
Latwo mozna sie¢ zorientowad, ze jest nia
1 1 1
=1l4+-+-4+...+—-.
f(zx) + 5 + 3 +...+ o
Zatem lacznie mamy (z dokladnoscia do stalej)
I+5+...+1 dlam=-1

Wprowadziliémy pojecia potegi kroczacej i liczb Stirlinga IT rodzaju, ale jak
to polaczy¢ z obliczaniem sumy Zz;é k™7 Okazuje sie, ze przydatne jest
nastepujace twierdzenie

n
" = ZS(n,k)xﬁ, n € NU{0}.
k=0
Dowdd tego twierdzenia mozna przeprowadzi¢ indukcyjnie, opierajac sie na
wzorze rekurencyjnym na S(n, k).

Teraz juz obliczanie sumy poteg przebiega sprawnie. Oto przyklad: kolejno
obliczamy

4

zt = Z S(4,m)z™ = 22 + 622 4 722 4 2L
m=0

I ostatecznie

n—1 n—1
DY =) (kE 4 6k 4 ThE + kL) = Gjat + 66522 + 76522 + Sfat =
k=0 k=0
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Kacik przestrzenny (7)

Zejdzmy na ziemie

Czasami, gdy zbytnio bujamy w obtokach, styszymy od innych zejdz na ziemie! Kto
by pomyélal, ze ta zazwyczaj do$¢ nieprzyjemna uwaga moze by¢ niekiedy cenna
wskazéwka do zadan ze stereometrii. Zdarza sie bowiem, ze rozwiazujac problem
przestrzenny, nie wiemy, jak si¢ do niego zabra¢, natomiast widzimy, ze mozna
sformulowaé¢ analogiczne zadanie na plaszczyznie. Czasem rozwiazanie takiego
zadania na plaszczyznie moze nam podpowiedzieé, co zrobi¢ w przestrzeni.

1. (OM 52-111-2) Dowie$é, Ze suma odleglosci dowolnego punktu lezgcego wewngtrz
czworoscianu foremnego o krawedzi 1 od jego wierzcholkéw jest nie wieksza niz 3.

Nietrudno zauwazy¢, ze wierzcholki realizuja maksimum, a intuicja podpowiada
nam, ze pewnie tylko one. Spréobujmy wiec sformutowaé, a nastepnie rozwiazac,
analogiczne zadanie na plaszczyznie:

Dowiesé, ze suma odleglosci dowolnego punktu P lezZgcego wewngtrz trojkgta

réownobocznego ABC' o boku a od jego wierzcholkow jest nie wicksza niz 2a.

Niech A’ i B’ beda punktami przeciecia prostej réwnoleglej do AB i przechodzace]

przez punkt P odpowiednio z bokami AC' 1 BC. Tréjkat A’ B’'C' jest réwnoboczny

i CP < A’B’. Ponadto stosujac nier6wno$é trojkata, dostaniemy AP < AA" + A'P

oraz BP < BB’ + B’'P. Dodajac te trzy nieréwnosci stronami, otrzymujemy
AP+ BP+CP < AA'+ AP+ BB + B'P+ A'B' = 2a.

Nietrudno tez przekonac sie, ze réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
punkt P jest jednym z wierzchotkéw trojkata ABC.

Przejdzmy do sytuacji trojwymiarowej. Przyjmijmy, ze P lezy wewnatrz
czworoscianu foremnego ABC'D o krawedzi 1. Wykorzystajmy nasza wiedze
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