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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspolczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html

' _— 4 4 Zadania z matematyki nr 621, 622
() Redaguje Marcin E. KUCZMA

621. W nieréwnoramiennym tréjkacie ABC punkt I jest srodkiem okregu
wpisanego, stycznego do bokéw BC, C'A, AB odpowiednio w punktach X,Y, Z.

Termin nadsylania rozwigzan: 31 VII 2011
) o o prostopadte.
Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
605 (WT = 2,35) i 606 (WT = 2,16)

Proste BC i Y Z przecinaja si¢ w punkcie P. Dowiesé, ze proste IP 1 AX sg

622. Udowodnié¢ nieréwnosé
r+y

Tr+z T Y+ z

z numeru 9/2010

l1+z+y

Piotr Kumor Olsztyn 44,70
Barttomiej Dyda Wroctaw 41,03
Michatl Kieza Warszawa 38,62
Jerzy Cisto Wroctaw 37,37

dla liczb z,y, z > 0.

Przez dobrych pare lat niezagrozony
lider w kolekcjonowaniu rund ,44”

— Piotr Kumor — z przyczyn osobistych
na dwa lata przerwal zabawe, oddajac
pozycje lidera Januszowi Olszewskiemu.
Jednak powrécil do nas — z czego sie
ogromnie cieszymy — i wlaénie zakonczyt
runde¢ jedenasta!

613. To jest wykonalne. Bierzemy pieciokat foremny ABCDE
i rysujemy pie¢ okregéw o srodkach w jego wierzchotkach,

o jednakowym promieniu %\AB|. Niech O bedzie $rodkiem
pieciokata. W trojkacie AOB umieszczamy okrag styczny

do odcinkéw OA, OB oraz do narysowanych juz okregéw

o $rodkach A, B. Podobne okregi umieszczamy w trojkatach
BOC, COD, DOE, EOA. Wreszcie rysujemy dwa okregi

o $rodku O: maly, styczny zewnetrznie do pieciu okregéw,
narysowanych przed chwilg — oraz duzy, styczny do pieciu
okregéw, narysowanych na poczatku i zawierajacy je wewnatrz.

$rodek
inwersji

22

l+z+2z 1+z 14+y+=z

Zadanie 622 zaproponowal pan Tomasz Tkocz z Warszawy.

Rozwigzania zadan z numeru 1/2011

Przypominamy tresé¢ zadan:

613. Czy da si¢ rozmiesci¢ na plaszczyznie skonczenie wiele k6t o roztacznych wnetrzach tak, by
kazde z tych kot bylo styczne do pigciu innych?

614. Wyznaczy¢ wszystkie liczby wymierne x, niecatkowite, dla ktérych warto$¢ wyrazenia
322 4+ 1022 — 3z jest liczba calkowita.

W ten sposéb mamy 12 okregéw, kazdy styczny do pieciu
innych. Stycznos¢ z najwigkszym okregiem jest stycznoscia
wewnetrzna. Kazda inna jest stycznoscia zewnetrzna.

Bierzemy teraz dowolny punkt, lezacy wewnatrz tego
najwiekszego okregu, ale na zewnatrz kazdego z pozostalych,
i stosujemy inwersje wzgledem tego punktu. Obrazami naszych
12 okregéw jest znow 12 okregdw, kazdy styczny do pieciu
innych — i kazda styczno$é jest zewnetrzna. Kota, ktérych
brzegami sg powstale okregi, spelniaja wymagany warunek.

614. Niech = bedzie jedna z szukanych liczb. Zapisujemy ja
w postaci nieskracalnego utamka = m/n, o mianowniku

n > 1. Liczba 32® 4+ 1022 — 3z ma byé calkowita, co

oznacza, ze 3m> 4+ 10m?*n — 3mn? dzieli sie przez n®. Stad

w szczegdlnosci wynika, ze 3m?® dzieli sie przez n, wiec n = 3.
Zatem 3m?® 4 30m? — 27m dzieli si¢ przez 27.

Stad wniosek, ze liczba 3m?> + 3m? jest podzielna przez 27;
innymi stowy, m?(m + 1) dzieli si¢ przez 9. Skoro zaé m jest
liczba wzglednie pierwsza z n (czyli z 3), liczba m + 1 musi
by¢ podzielna przez 9.

Dla pewnego k catkowitego mamy wiec m = 9k — 1, skad
r =3k — % Na odwrét, gdy x ma taks postaé, woéwczas
liczba 3% + 102% — 3z jest catkowita — o czym mozna sie
przekonaé, analizujac ,wstecz” wczesniejsze rozumowanie,
albo po prostu sprawdzajac rachunkiem, ze wartos¢ tego

wyrazenia wynosi (9k — 1)(9k% + 8k — 2).

Szukanymi liczbami wymiernymi sg wiec liczby postaci
3k — & (k calkowite).



Klub 44 Zadania z fizyki nr 518, 519
Redaguje Jerzy B. BROJAN

518. Zrédlo dzwieku o stalej czestotliwodei poruszalo sie ruchem jednostajnym
po linii prostej przebiegajacej w pewnej odleglosci od nieruchomego mikrofonu.
Wykonano staranny pomiar zaleznosci czestotliwosci rejestrowanej przez
mikrofon od czasu odebrania sygnalu i zapisano wykres f(t) na papierze
milimetrowym. Niestety, zapomniano oznaczy¢ osie, wskutek czego arkusz
papieru mogt zostaé¢ obrécony. Czy wykres jest symetryczny wzgledem obrotu
0 180°7 Jedli nie, to czy mozna rozstrzygnadé, czy jest on prawidlowy w danej
Termin nadsylania rozwigzan: 31 VII 2011 pogtaci, czy tez nalezy go obrécié? Zalaczony rysunek 1 jest tylko ilustracja
problemu, a nie informacja o doktadnym przebiegu wykresu.

519. Na lince zawieszono ciezar o masie M, a linke przelozono przez nieruchomy

walec o promieniu R. Na drugim koncu linki zawieszono najmniejszy cigzar m

wystarczajacy do tego, aby wigkszy ciezar nie zelizgnal sie¢ w dét (rys. 2a). Jesli

ten sam ciezar M zawiesi¢ na:

1) walcu o wiekszym promieniu (rys. 2b),

2) podporze, ktérej przekrdj jest elipsa wydtuzona wzdluz osi pionowej (rys. 2c)
lub poziomej (rys. 2d),

to czy niezbedny cigzar m bedzie mniejszy niz na rysunku a,

wiekszy, czy taki sam? Wspolezynnik tarcia linki o podpore

jest w kazdym przypadku jednakowy.

Rozwigzania zadan z numeru 1/2011

Przypominamy tresé zadan:

510. Masa wolframowego widkna zaréwki wynosi m = 0,02 g, a cieplto
wlasciwe wolframu ¢ = 160 J/(kg - K). Gdy zaréwka byla zasilana stalym
Rys. 2 napieciem 230 V, jej opér wynosil 800 €2, a temperatura wiékna byta
réwna 2500 K. Podlaczono te zaréwke do napiecia sinusoidalnie zmiennego o czestotliwosci 50 Hz
i wartosci skutecznej 230 V. Obliczy¢ przyblizona gl¢boko$é modulacji promieniowania zaréwki, tzn.
wielko$¢ (Imax — Imin)/(Imax + Imin), gdzie I — moc promieniowania. Zaltozy¢, ze przepuszczalnosé
Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F szkla zaréwki nie zalezy od dlugosci fali.
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
506 (WT = 2,92) i 507 (WT = 1,90)
z numeru 11/2010

Mozna wykorzystaé takze naste¢pujace dane: gdy stale napiecie zasilajace zmieniano w niewielkim
zakresie i powoli, na kazdy 1 wolt jego przyrostu opor zaréwki zwigkszal si¢ o 2,5 €2, a temperatura
wlékna zwigkszala sie o 0,7 K.

Jerzy Witkowski Radlin 37,45 L o . . . . .
, 511. Pod wplywem réznicy ci$nien w rurce o stalym przekroju wystepuje stacjonarny (niezmienny
Tomasz Rudny Poznan 35,20 czasie) i laminarny (bezwirowy) przepl cieczy. Jesli dwukrotnie zwigkszymy Srednice rurki
w a a WIrow w . w g " N
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 30,78 . L v P y P .. p y . y' . . ¢ /y. y P ¢ '
. , nie ZIllleIllH_‘]Q(i Jej dhlg()ﬁ(?l, roznicy cisnien 1 I'()dZ'(l_]ll cleczy, to lle razy wzrosnie 11()5(: cleczy
Tomasz Wietecha Tarnéw 29,21 rzeplywajacej w ciggu jednostki czasu? Uzasadni¢ odpowiedz
Ryszard Wozniak Krakéw 16,47 precplywalace] aen ) ; ’ P o do
Wskazéwka: Opory ruchu cieczy charakteryzuje wspélczynnik lepkosci n zdefiniowany wzorem 35 =n T
gdzie F' — sila dzialajaca stycznie na powierzchnig cieczy S, wzdluz ktérej nast¢puje av
poslizg warstw, dv — réznica predkosci warstw na odcinku dy prostopadlym do S.
510. Zapiszmy moc zasilajaca zaréwke wzorem w wyrazeniu P = U?/R — jak mozna wykazaé, efekt ten jest
U2 Ug ) S2k réwnowazny dodaniu do ag czlonu ag = USka/R, gdzie ~ jest
= r = N2 cos” wt = R (1 + cos 2wt), temperaturowym wspétczynnikiem oporu. Wartosé v wynosi

2,5/(800-0,7) = 4,5-1073 K1, stad as = 0,30 W/K. Dla
uwzglednionego wezesniej wyrazenia medT” /dt wielkoscig
analogiczna jest 2wmc = 2 W/K, co oznacza, ze w pierwszym
przyblizeniu mozna a1 i ao pominad, zwlaszcza ze w doktadniejszym
rozwigzaniu poréwnywane wielko$ci wystapityby w kwadracie.

gdzie Up — amplituda napiecia, Ug, = Uo/\/i — warto$¢ skuteczna.
Przyréwnujemy zmienny skladnik mocy do wyrazenia mcdT'/d¢
i znajdujemy amplitude zmian temperatury rowna
2
Tp = Uk _ g3k,

2wmcR
Korzystajac ze wzoru Boltzmanna I ~ T*, stwierdzamy, ze
szukana glebokos¢ modulacji wynosi

511. Zastosujemy metode¢ analizy wymiarowej. Ruch cieczy jest
jednostajny, dlatego jej gestosé nie ma znaczenia i jedynymi
parametrami, od ktérych zalezy przeplyw Q (wyrazony w m?/s),
(25334 - 24674)/(25334 + 24674) = 5,3%. sa: Srednica rurki d, jej dlugos¢ [, réznica cisnien p i lepkosé 7,
ktérej jednostka w uktadzie SI jest N -s/m?. Parametry p il
musza wystapié¢ w postaci ilorazu k = p/l o wymiarze N/m?,
ktéry jest ,czynnikiem napedowym” przeplywu. Zatem

Q= f(d, k,m).

Zgodnos$¢ wymiaréw w zaleznosci

Dane wymienione na koncu zadania sa istotne przy doktadniejszej
analizie réwnania bilansu cieplnego

a1 T'(t) + medT’ /dt = P'(t),
gdzie primami oznaczono odchylenie wielkosci 7' 1 P od
ich wartodci §rednich, natomiast a; jest przyrostem mocy

3

odprowadzanej do otoczenia na jednostke przyrostu temperatury. m- (m N NS)
b b

Przy wzroscie napiecia o AU =1 V przyrost tej mocy jest réwny m3’ m?2
2312 2302 . ., . wystapi tylko wtedy, gdy pierwszy argument wystapi w potedze 4,
—— — —— = 0,37 W, czyli liczbowa warto$¢ a; wynosi . . .
802,5 800 drugi — w potedze 1, a trzeci — w potedze —1 (zaleznosé ta
0,37/0,7 = 0,53 W/K. Ponadto po prawej stronie réwnania jest znana jako wzér Hagena—Poiseuille’a). Po dwukrotnym
nalezaloby wziaé¢ pod uwage zaleznos¢ R od temperatury powigkszeniu §rednicy rurki przeptyw wzro$nie 16-krotnie.
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