Rys. 1
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Rys. 2b. Widok na czworoscian ABC D
z gory.

Mota delld

Odkryj twierdzenie sam
Czasem przydaje sie do czegos nastepujace twierdzenie o dwusieczne;:

jesli w trojkgcie ABC' poprowadzimy dwusieczng kgta C przecinajocq odcinek AB
w punkcie P, to stosunek dlugo$ci odcinkow AP i BP bedzie réwny stosunkowi
dlugosci bokéw AC i BC (rys. 1).

O trudnych zadaniach i efektownych rozwiazaniach, w ktérych ma ono swdj
udzial, mozna by dtugo pisaé, ale tym razem spojrzymy na nie od innej strony:
ciekawe, czy istnieje jego odpowiednik w geometrii przestrzennej?

Zeby otrzymad podobna zaleznosé dla czworoscianu, nalezaloby pewnie wziaé
plaszczyzne dwusieczna kata dwusciennego i jej punkt przeciecia z przeciwlegta
krawedzia. Stosunek dlugosci odcinkéw, na ktore dzieli ja ta plaszczyzna,
powinien by¢ réwny. .. no wladnie, czemu?

Wezmy jaki$ szczegdlny czworoscian i sprawdzmy, co dla niego wychodzi.
Na przyktad, co sie dzieje dla czworoscianu foremnego?

W tym przypadku dwusieczna kata dwusciennego dzieli czworoscian na
symetryczne czedci i ten stosunek jest rowny 1. Wydaje sie, ze podobnie jak dla
tréjkata, powinnismy umie¢ zapisa¢ ten stosunek jako iloraz dwoch wielkosci
zaleznych od Scian wybranego kata dwusciennego. Niestety, pierwszy przyktad
wyglada na zbyt szczegdlny, poniewaz kazdy ze stosunkéw: pél, obwodow,
wysokosci, krawedzi wychodzacych z tego samego wierzchotka jest takze

rowny 1. Trzeba pomyéle¢ nad lepszym przyktadem do testowania.

Sprébujmy moze wziaé taki czworoscian ABC D, aby spodek wysokosci
poprowadzonej z wierzchotka D na podstawe ABC' pokrywatl sie z punktem C
(inaczej méwiac, krawedz C'D ma by¢ prostopadla do $ciany ABC'), i popatrzeé
na plaszczyzne dwusieczna kata dwusciennego przy krawedzi CD (rys. 2a).

Dlaczego to dobry przyktad? Widzimy, ze cze$¢ wspdlna plaszezyzny
dwusiecznej kata dwusciennego przy krawedzi C'D z plaszczyzna ABC' jest
dwusieczna kata AC B, czyli na podstawie ABC' mamy narysowana sytuacje
z plaskiej wersji twierdzenia o dwusiecznej (rys. 2b).

A dlaczego tak jest? Zauwazmy, ze plaszczyzna dwusieczna dzieli kat dwuscienny
na potowy. Kat dwuscienny zas jest rowny katowi ptaskiemu utworzonemu

przez dwie proste lezace w polplaszczyznach go ograniczajacych i prostopadte

do wspélnej krawedzi. WybraliSmy czworoscian tak, zeby prosta C'D byla
prostopadta do plaszczyzny ABC, a wiec w szczegdlnosci do prostych AC 1 BC.
To oznacza, ze proste AC 1 BC tworza kat ptaski réwny katowi dwusciennemu
miedzy wybranymi $cianami.

Teraz, jesli przez P oznaczymy punkt przeciecia plaszczyzny dwusiecznej kata
dwusciennego przy krawedzi C'D z krawedzig AB, to na mocy twierdzenia
o dwusiecznej mamy

AC AP

BC  BP’
Mozemy zatem stad podejrzewac, ze chodzi o stosunek pdl $cian tworzacych kat
dwuscienny. Albo stosunek wysoko$ci opuszczonych na wspolng krawedz — czy
widzisz, Czytelniku, ze to ta sama liczba?

Czyli udowodnilidémy juz pierwszy ciekawy przypadek rozszerzonego twierdzenia:

jesli w czworo$cianie jedna z krawedzi jest prostopadta do pewnej sciany, to
plaszczyzna dwusieczna kgta dwusciennego przy tej krawedzi dzieli przeciwleglq
krawedz w stosunku rownym stosunkowi pol Scian zawierajgcych krawedz tworzqcq
kgt dwu$cienny.
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Rys. 3

Wydaje sie, ze takie twierdzenie moze by¢ prawdziwe dla dowolnego czworoscianu,
ale czy potrafimy to jako$ udowodni¢?

Moglibyémy zlozy¢ dwa czworo$ciany, ktére majag taka sama podstawe i ktére
spelniaja zalozenia opracowanego juz szczegolnego przypadku. Dokladniej,
wysokosci opuszczone na te $ciany, ktore bedziemy skleja¢, musza by¢
krawedziami czworoscianu.

Czworoécian ABC' D mozemy w ten sposéb sklei¢ z dwoch mniejszych, gdy
da sie skonstruowaé plaszczyzne zawierajaca pewng krawedz i prostopadla
do krawedzi przeciwlegltej. Na rysunku 3 widaé plaszczyzne zawierajaca
krawedZ AB i prostopadta do krawedzi CD. Punkt D’ to punkt przecigcia
tej plaszczyzny z krawedzia CD.

W tej sytuacji, korzystajac ze szczegdlnego przypadku twierdzenia dla

czworo$cianéw ABCD i ABD'D, mamy
AP AD'" [ACD]

BP ~ BD'  [BCD]
poniewaz odcinki AD’ i BD' sg prostopadle do krawedzi CD.

Co ciekawe, punkt D’ moze lezeé tez poza odcinkiem C'D — wtedy mozna
powiedzie¢, ze odejmujemy czworoéciany, zamiast je dodawac.

Niestety, to jeszcze nie wszystko. Istnieja czworoéciany ABC D, ktoérych nie mozna
w ten sposob sklei¢ — spodki wysokosci poprowadzonych z wierzchotkéw A i B
na prostag C'D nie pokrywaja sie. Co wtedy?

Spréobujmy narysowaé sytuacje dla dowolnego czworoécianu (rys. 4). Niech

A’ i B’ beda rzutami prostokatnymi odpowiednio wierzchotkéw A i B na

prosta C'D. Umiemy juz udowodnié¢ twierdzenie w przypadku, gdy punkty

A’ i B’ si¢ pokrywaja. Ogdlnie jednak nie musi tak by¢, wiec nie mamy tréjkata,
dla ktoérego mozna by zastosowaé twierdzenie o dwusieczne;j.

Skad wziaé taki trojkat? Moze co$ przesunaé tak, zeby punkty B’ i A’ trafily

w jedno miejsce? Wyobrazmy sobie przesuniecie réwnolegte odcinka BB’ wzdluz
prostej C'D tak, zeby B’ pokryl sie z A’. Niech B” bedzie obrazem punktu B

w tym przesunieciu.

Wtedy punkt A’ jest rzutem prostokatnym punktu B” na prosta CD, czyli
czworodcian AB”CD da sie sklei¢ z dwdch ,ladniejszych”, tak jak to robiliSmy
przed chwila! To znaczy, ze jesli plaszczyzna dwusieczna kata dwusciennego przy
krawedzi CD przecina krawedz AB” w punkcie Q, to

AQ  AA [ACD]

B//Q T BMA [B”CD}.

A poniewaz przesuwaliémy punkt B” réwnolegle do CD, to B”A’ = BB’
i [B"CD] = [BCD].
Gdybysmy jeszcze wykazali, ze

AQ AP

B"Q  BP’
czyli inaczej, ze proste PQ i BB” sa réwnolegle, to otrzymaliby$my pelng
wersje twierdzenia. Na szczescie to juz jest tatwe: skoro odcinki BB” i CD sg
rownolegle, to kazda plaszczyzna zawierajaca prosta C'D przecina plaszczyzne
ABB" wzdluz pewnej prostej réwnoleglej do BB .

Zaraz, czy na pewno? Tak — gdyby proste PQ i BB’ mialy jaki$ punkt
wspolny S, to plaszczyzna dwusieczna kata dwusciennego przy krawedzi C'D
mialaby trzy punkty wspélne z plaszczyznag C'D: punkty C, D oraz S.

Wobec tego nie mamy juz zadnych watpliwoéci, ze

w dowolnym czworoscianie plaszczyzna dwusieczna kgta dwusciennego dzieli
przeciwleglq krawedz w stosunku rownym stosunkowr pol Scian czworoscianu
zawierajgcych krawedz tego kgta dwusciennego.

Malq Delte przygotowal Michal KIEZA
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