Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej
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18 1 19 kwietnia odbyty sie zawody finalowe LXIII Olimpiady Matematycznej.

Kazdego dnia zawodow 104 uczniéow z calej Polski, przez trzysta minut,
rozwiazywalo trzy zadania. Wszystkie bezblednie rozwiazal Maciej Duleba

/MY

z Wroctawia, a Igor Kotrasinski i Wojciech Nadara z Warszawy rozwiazali po piec.
Tym razem 97 finalistow rozwiazalo przynajmniej jedno zadanie. Kazdy z laureatéw
rozwiazal co najmniej trzy zadania, a wyréznieni po dwa i pét. Final byt wiec chyba

nieco trudniejszy niz przed rokiem. Najtrudniejsze okazalo sie zadanie szoste, ktére
rozwiazaly tylko trzy osoby ($rednia ocena to 0,17). Najlatwiejsze bylo zadanie

Zadania finalowe oraz ich rozwigzania
znalez¢ mozna na stronie olimpiady:
www.om.edu.pl.

czwarte, ktére rozwiazalo 75 uczniéw (Srednia ocena to 4,14).

Niektorzy finalidci rozwiazali zadania w sposob raczej nieoczekiwany przez

autoréw zadan. Oméwimy rozwigzania zadania pierwszego i piatego, oparte na
pomystach Bartlomieja Zaka i Barbary Mroczek.

Zadanie 1. Rozstrzygnaé, czy istnieje taka dodatnia
liczba wymierna w, niebedgca liczbg catkowitq, zZe
potega w* jest liczbg wymierng.

Zal6ézmy, ze taka liczba w istnieje i zapiszmy ja
w postaci nieskracalnego utamka § o dodatnim liczniku

i mianowniku. Dla dowolnych liczb catkowitych m, n liczba
a b ma+nb
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jest wymierna jako iloczyn lub iloraz liczb wymiernych.

Jedno z podstawowych twierdzen elementarnej teorii
liczb méwi, ze:

dla dowolnych liczb calkowitych c,d istniejq takie liczby
calkowite m,n, ze NWD(¢, d) = mc + nd.

Istnieja wiec takie liczby calkowite m,n, ze
1
ma + nb =1, zatem liczba (%) b jest wymierna.

Niech p, ¢ oznaczaja takie wzglednie pierwsze liczby

naturalne, ze (%)" = 2. Wtedy a- g’ =b-p’. Wobec
tego, ze NWD(a, b) = 1, liczba b jest dzielnikiem
liczby . Réwniez liczba ¢° jest dzielnikiem b, bo
NWD(p®, ¢°) = 1. Stad wynika, ze ¢” = b. Nie jest to
mozliwe, bo b > 2 (liczba$ nie jest calkowital), zatem

@ >2=1+1>>1+b>0.

M

C=(¢d)

Zadanie 5. W trgjkqcie ostrokgtnym ABC' punkt O
jest srodkiem okregu opisanego, a dwusieczna kgta BAC
przecina bok BC w punkcie D. Niech M bedzie takim
punktem, ze MC 1 BC oraz MA 1. AD. Proste

BM i OA przecinajg sie w punkcie P. Wykazac, Ze
okrag o $rodku P i przechodzgcy przez punkt A jest
styczny do prostej BC.

Przedstawione rozwigzanie jest prawie analityczne,
oparte na idei, ktora zapewne powstala po przyjrzeniu
sie dokladnemu rysunkowi, ktory byt w brudnopisie
(zamieszczamy go na dole sasiedniej szpalty). Niech
A= (a,b), B=(-c,d), C=(c,d), O0O=(0,0),

d < 0 < c. Poniewaz trojkat ABC' jest ostrokatny,
wiec b > 0. Mozemy zalozy¢, ze promien okregu
opisanego na trojkacie ABC' jest réwny 1, wiec
a?+b% =1, ¢+ d? = 1. Poniewaz B # C, wiec

¢ # 0, zatem d > —1. Niech D oznacza punkt

wspOlny boku BC' i dwusiecznej kata BAC. Jej
réwnanie to (b+ 1)z — ay = a (bo leza na niej

punkty AiS = (0,—1) — $rodek luku BC). Wobec
tego D = (a%‘;, d). Réwnanie prostej AM 1 AD
toar + (b+ 1)y =a?+b>+b=1+b, wicc

M = (e, 1£2=2¢) Niech P = (u,v). Mamy bu = av oraz

b1
(b= — d) (u+ ¢) = 2c(v — d). Jedli a # 0, to v = 2%,

b+1 a
WiQC+(%—d)(U+C) = 2¢(% —d). Stad
y —cd—c—lglﬂac
St —d -2
. —c(1+d)(1+ b) + ac? B
a(l+b)(1 —d) —a?c—2bc(1+b)
. —c(1+d)(1+b)+a(l —d?) B
a1+ 0)(1 —d) — (1— b%)c — 2be(1 + b)
. 1+d-—c—bc—|—a—ad:a1—|—d
146 a—ad—c—bc 1+0b

Stad wynika, ze prosta PD jest réwnolegla do prostej
SO, wigc tréjkaty AOS i APD sa podobne, zatem

AP = PD 1 BC, co konczy dowdd twierdzenia. Jesli
a=0,tob=1, wiec u =0, zatem (1 — d)c = 2¢(v — d)
iv=3(1+d), wiec P jest srodkiem odcinka DA L BC.
Twierdzenie zachodzi réwniez w tym przypadku.
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