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Kat miedzy krzywymi to kat miedzy
stycznymi do nich w punkcie ich
przeciecia.
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Tak konstruuje si¢ obraz punktu
w symetrii wzgledem prostej,
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a tak wzgledem okregu.

Definicja (wersja standardowa). Dany
jest okrag o = o(S, r) oraz punkt A.
Punktem symetrycznym do A wzgledem
okregu o nazwiemy punkt A’ na
pélprostej SA™ spelniajacy

SA-SA =r?.
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Symetria wzgledem okregu
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W naszych rozwazaniach wzbogacimy ptaszczyzne o dodatkowy punkt, ktory
oznaczymy przez o0. Przyjmiemy przy tym, ze 6w punkt lezy na kazdej

z prostych. Takie rozszerzone proste oraz okregi obejmiemy wspolna nazwa
blokow. Czytelnik moze wyobrazaé¢ sobie oo jako punkt ,nieskonczenie daleko”,
ale rownie dobrze moze traktowaé go jedynie jako umowe notacyjna, ktéra utatwi
sformulowanie pewnych zaleznosci.

Zacznijmy od zdefiniowania kata miedzy dwiema krzywymi: jedli dwie gladkie
krzywe sie przecinaja, to katem miedzy nimi nazwiemy kat miedzy stycznymi
poprowadzonymi w punkcie przeciecia. W ogdlnoéci kat ten moze by¢ rézny dla
roznych punktow przeciecia, tutaj jednak ograniczymy sie wylacznie do
rozwazania blokéw. Dwa bloki moga przecinaé¢ sie w wiecej niz jednym punkcie,
ale wtedy otrzymany kat nie zalezy od jego wyboru; mozemy wiec $miato mdowicé
o kacie miedzy dwoma przecinajacymi sie blokami. Gdy kat ten jest prosty,
figury nazywamy prostopadlymi. Na przyklad, prosta jest prostopadla do okregu
doktadnie wtedy, gdy przechodzi przez jego $rodek.

Przypomnijmy dobrze znana konstrukcje symetrii osiowej cyrklem i linijka. Aby
dla danej prostej [ i punktu A wyznaczy¢ punkt A’ do niego symetryczny,
zakres§lamy dwa okregi przechodzace przez A i prostopadle do prostej I (czyli

o érodkach lezacych na l). Wéwczas punkt A’ otrzymujemy jako drugi punkt
przeciecia tych okregéw. Oczywiscie réwnie poprawne bytoby tutaj zastapienie
stowa okrgg stowem blok. Jedyna zmiang byloby dopuszczenie prostej
przechodzacej przez A i prostopadtej do [ — co prawda trudniej jest ja wytyczyé,
ale przeciez i ona przechodzi przez A’. Tak sformulowany opis konstrukcji
motywuje do przeprowadzenia podobnej operacji w przypadku okregu.

Definicja (symetria wzgledem okregu). Dany jest okrag o oraz punkt A.
PoprowadZzmy dwa bloki przechodzace przez A i prostopadte do okregu o. Ich
drugi punkt przecigcia A" nazwiemy punktem symetrycznym do A wzgledem
okregu o. Otrzymane przeksztalcenie nazwiemy symetria (lub inwersja)
wzgledem okregu o.

Jest jasne, ze tak zdefiniowane przeksztalcenie jest samoodwrotne: obrazem
obrazu dowolnego punktu jest on sam. Powyzsza definicja obejmuje réwniez
przypadki, gdy A jest punktem oo lub §rodkiem okregu o. Punkty te zamieniaja
sie miejscami, gdyz wszystkie proste przechodzace przez srodek okregu sa
prostopadle do o i przechodza przez punkt co.

O symetrii wzgledem okregu (inwersji) mozna bylo przeczytaé wiecej m.in.

w deltoidzie 5/2013 i 8/2013. Definicja podana powyzej rézni sie jednak od tej
powszechnie przyjetej. Posiada ona niewatpliwe wady — nie jest na przyktad
jasne, ze okreslenie punktu A’ nie zalezy od wyboru blokéw prostopadtych.
Czytelnik znajacy podstawowe wlasnosci inwersji (mozna je znalezé

w przywolanych artykulach) moze tatwo ze standardowej definicji wyprowadzié
powyzsza jako wniosek. Nasza definicja posiada jednak nastepujaca zalete —

w naturalny sposob uogdlnia pojecie symetrii osiowej. Tutaj pdjdziemy na skroty,
przywotujac bez dowodu najwazniejsze wlasnoéci symetrii wzgledem ustalonego

bloku b:

1. Obrazem dowolnego bloku jest blok.

2. Zachowane sa katy miedzy krzywymi, w szczegdlnosci zachowana jest
prostopadto$é¢ blokéw.

3. Zachowane sg symetrie wzgledem blokéw, to znaczy jesli punkty A, A’ sg
symetryczne wzgledem o, to ich obrazy sa symetryczne wzgledem obrazu o.

Gdy b jest okregiem o srodku S, to punkty S, oo sa symetryczne wzgledem b.
Dlatego obrazem bloku przechodzacego przez S jest blok przechodzacy przez oo,
czyli prosta. W podobny sposéb na podstawie wtasnosci 1 mozna podac kryteria,
kiedy obrazem prostej jest okrag, kiedy obraz okregu przechodzi przez S itd.
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Zwroémy uwage, ze trzecia wlasno$é wynika z dwéch poprzednich. Istotnie, jesli
zgodnie z definicja mamy dwa bloki prostopadle do o przechodzace przez A1 A’,
to przy symetrii wzgledem b konfiguracja ta jest zachowana: ich obrazy sa
blokami prostopadlymi do obrazu o i przechodzacymi przez obrazy punktéw

A1 A, a zatem obrazy tych punktéw sa symetryczne wzgledem obrazu o.

Ponizej znajduja sie przyktady zadan, w ktérych mozna z powodzeniem
wykorzysta¢ wymienione wtasnosci.

Zadanie 1. Proste k, [ sa styczne do okregu o w punktach K, L i przecinajg sie
w punkcie A. Punkt B jest srodkiem odcinka K L. Wykazaé, ze punkty A, B sa
symetryczne wzgledem okregu o.

Rozwigzanie. Skoro prosta AB jest prostopadla do KL, to jako bloki z definicji
mozna przyjaé¢ okregi o srednicach AK i AL, gdyz sa prostopadle do o

i przechodza przez A, B (rys. 1). Oczywiscie, sama prosta AB tez sie do tego celu
nadaje. |

Zadanie 2. Okregi p i g przecinaja sie w punktach A i B. Prosta r jest styczna
do tych okregéw w punktach odpowiednio P i Q). Punkt C jest srodkiem odcinka
PQ. Wykazaé, ze punkty A, B, C' sa wspdliniowe.

Rozwigzanie. Niech o bedzie okregiem o srednicy PQ. Okregi p, ¢ sa do niego
prostopadle, a zatem punkty A, B sa symetryczne wzgledem o (rys. 2). Stad juz
wynika, ze sa wspétliniowe z punktem C' jako $rodkiem tego okregu — prosta
poprowadzona z C do punktu A jest prostopadta do o, wigc musi przechodzié
przez punkt B. O

Zadanie 3. Okregi p; i g1 przecinaja sie w punktach A i B. Prosta r; jest
styczna do tych okregéw w punktach odpowiednio P i ). Punkt C' jest
symetryczny do punktu B wzgledem prostej r1. Okrag ro jest opisany na
trojkacie APQ. Proste ps 1 g2 styczne do ro w punktach odpowiednio P i Q)
przecinaja sie¢ w punkcie D. Wykazaé, ze punkty A, C', D sa wspdiliniowe.

Rozwigzanie. Przeprowadzmy symetrie wzgledem dowolnego okregu o $rodku

w A; obraz kazdej z figur oznaczmy przez dodanie znaku prim. Na podstawie
wlasnosci 1 mozemy zauwazy¢, ze figury z zadania zamienily si¢ rolami: okregi
ph 1 g4 przecinaja sie w punktach A i D', prosta r) jest styczna do tych okregdéw
w punktach P’, @', okrag r| jest opisany na tréjkacie AP'Q’, proste p) i ¢} sa
styczne do ] w punktach P’; Q' oraz przecinaja sie w punkcie B’ (rys. 3).

Dzigki wlasnosci 3 wiemy, ze punkt C’ jest symetryczny
do punktu B’ wzgledem okregu r, co na mocy zadania 1
oznacza, ze jest srodkiem odcinka P'Q’. W ten sposéb
otrzymalismy konfiguracje z zadania 2, a zatem punkty
A, C', D' sy wspolliniowe. Obrazem prostej AC'D’ jest
prosta AC'D, co konczy rozwiazanie. O

W drugiej czesci artykulu zaprezentuje wyjatkowo
eleganckie twierdzenie, ktérego dowdéd wykorzystuje
niektére z przedstawionych wczesniej wlasnosci symetrii
wzgledem okregu.

Twierdzenie o siedmiu okregach. Dany jest okrag o
oraz styczne do niego okregi 01, 02, 03, 04, 05, 0g,

z ktorych kazdy jest styczny do nastepnego. Okrag o; jest
styczny do o w punkcie P;, ponadto punkty Py, Ps,..., Ps
leza na o w tej wlasnie kolejnosci. Wtedy proste P; Py,
P, Py, P3Pg przecinaja sie w jednym punkcie.

W dowodzie bedziemy sie postugiwaé potegqg punktu
wzgledem okregu. O tym przydatnym narzedziu mozna
przeczytaé w deltoidzie 2/2012 1 3/2012. Ponizej
podajemy kluczowe dla nas wlasnosci i pojecia.
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Uwaga. Jesli dany jest okrag o i punkt A, a prosta k przechodzi przez A

i przecina o w punktach P, @), to wartos¢ iloczynu skalarnego AD- m nie zalezy
od wyboru prostej k. Te wspdélna warto$¢ nazywamy potegg A wzgledem o. Dla
dowolnych niewspoétsrodkowych okregdéw o7, 0o zbiér tych wszystkich punktéw A,
ktére maja te sama potege wzgledem obu tych okregéw, tworzy prosta.
Nazywamy ja osig potegowq okregéw o1, 03.

Jako przyktad mozemy rozwazy¢ okregi o1, oo przecinajace sie w punktach A, B.
Oba punkty maja te sama (zerowa) potege wzgledem obu okregéw, a zatem osia
potegowa okregdéw o1, 0o jest ich wspolna sieczna AB. Ta obserwacja, choé
bardzo prosta, okaze si¢ nam jeszcze przydatna.

Lemat. Dana jest prosta k oraz okregi 01, 02, 03, z ktérych kazdy jest styczny do
nastepnego. Okrag o; jest styczny do k w punkcie P;, ponadto punkty P;, Ps, Ps
leza na k w tej wtasnie kolejnosci. Wtedy stosunek diugoéci odcinkéw powstatych
na prostej k zalezy wytacznie od stosunku promieni okregéw o1, 03.

Lemat powyzej jest pozostawiony Czytelnikowi jako zadanie. Istotnie, nietrudno
jest obliczy¢ diugosci tych odcinkéw na podstawie promieni okregéw o1, 02, 03;
mozna tez prébowaé mniej bezposrednich metod. Teraz mozemy juz przejéé¢ do
wtlasciwego dowodu.

Dowdd twierdzenia. Podobnie jak w rozwiazaniu zadania 3, przeprowadzmy
symetrie wzgledem dowolnego okregu o srodku w Py i obraz kazdej z figur
oznaczmy przez dodanie znaku prim. Podobnie tez mozemy stwierdzi¢, ze okregi
o0 i 0 przechodza na proste réwnolegle o’ i of, a obrazami pozostatych okregéw

sa okregi o], ..., of zachowujace odpowiednie stycznosci; ich promienie oznaczmy
kolejno przez rq,...,rs. W szczegblnosei oba okregi o}, of sa styczne do prostych
réwnoleglych o' i of, zatem 1 = r5. Punkty stycznosci Pj, ..., P! leza na prostej

o' w tej wlasnie kolejnosci.

Proste Py Py i P2 P5 przechodza na okregi o = o(P{PyFs) i 8 = o(PyP.Fs).
Pozostaje wykazaé, ze prosta P4Ps (czyli obraz prostej PsPs) przechodzi przez
drugi punkt przeciecia « i 8. Na podstawie stwierdzenia i nastepujacej po nim
uwagi jest to réwnowazne temu, ze punkt P4 lezy na osi potegowej « i 3. Aby to

sprawdzi¢, wystarczy pokazaé¢ réwnosé PiP; - PyPy = PyP; - P4 P, ktéra przy
ustalonej przez nas kolejnosci punktéw Py, ..., Pt przyjmuje postaé proporcji
PP, _ PP,
PP}  PLP,
Lemat implikuje, ze lewa strona réwnosci wyraza sie przez stosunek promieni
r1/r3; podobnie prawa strona wyraza sie w ten sam sposéb przez r5/r3. Juz
wczesnie] zauwazylidmy, ze vy = r5, co konczy dowdd. |

Na koniec chciatbym zachecié¢ Czytelnika do zastanowienia
sie nad ponizszymi pytaniami. Wydaja sie one catkiem
naturalne, a w celu znalezienia odpowiedzi wystarczy
przesledzi¢ powyzszy dowdd.

o Jak sformulowaé twierdzenie, aby mozna bylo w nim

mowi¢ o dowolnych blokach o, o1, ..., 0g, niekoniecznie
okregach?
e Jakie inne kolejnosci punktéw P, ..., Ps na okregu o

mozna dopusci¢ w zatozeniach?



