Rys. 1. Podzial wierzchotkéw drzewa
na warstwy.

Rys. 2. Ilustracja dowodu poprawnosci;

zaznaczone wierzchotki sa pogrubione.

Informatyczny kacik olimpijski (78): Fotoradary

W tym kaciku oméwimy zadanie Fotoradary, ktére pojawito sie w 2013 roku
na Akademickich Mistrzostwach Polski w Programowaniu Zespolowym:

W Bajtogrodzie jest n skrzyzowan, polgczonych n — 1 dwukierunkowymi odcinkami
drog, ktore umoZliwiajg dotarcie z kazdego skrzyzowania do wszystkich pozostalych.
Burmistrz Bajtogrodu zamierza postawié na skrzyzowaniach jak najwiecej fotoradaréw
(na kazdym co najwyzej jeden). Aby nie denerwowad zbytnio bajtogrodzkich
kierowcow, przyjel on, zZe na kazdej trasie moze staé co najwyzej k fotoradarow.

Innymi slowy, w zadaniu mamy dane drzewo o n wierzchotkach i mamy zaznaczy¢
w nim jak najwiecej wierzchotkéw tak, by na kazdej Sciezce prostej bylto
zaznaczonych co najwyzej k wierzchotkow.

Zadanie ma calkiem proste rozwiazanie zachtanne. Podzielmy wierzchotki na warstwy
(rys. 1). W i-tej warstwie (liczac od 1) beda znajdowaé sie wierzchotki, ktére zostaja
lis$émi po usunieciu warstw o numerach 1,...,7 — 1. Jesli k jest parzyste, to
zaznaczamy wierzchotki na pierwszych k/2 warstwach (oczywiscie, jesli jest mniej niz
k/2 warstw, to bierzemy wszystko). Jesli k jest nieparzyste, to zaznaczamy

|k/2] warstw oraz dowolny inny wierzcholek (jesli jaki§ pozostal).

Powyzszy pomyst mozna zrealizowaé w czasie O(n): utrzymujemy kolejke wierzchotkéw
o stopniu 1 i usuwamy kolejne warstwy, uaktualniajac stopnie wierzchotkéw.

Alternatywne rozwiazanie wyznacza numery warstw dla wierzchotkéw, korzystajac
z metody programowania dynamicznego. Numer warstwy dla wierzchotka v jest to
druga co do wielkoSci wysoko$¢ poddrzewa zaczepionego w dziecku v plus 1.

Pozostaje nam pokazaé poprawnosé¢ algorytmu zachlannego. Zauwazmy, ze wystarczy
badaé, czy warunek poprawnosci (nie wiecej niz k zaznaczonych wierzchotkow

na $ciezce) jest spelniony na kazdej $ciezce prostej od liscia do liscia. Oczywiste jest,
ze nasz algorytm znajduje poprawny podzbior wierzchotkéw, i nalezy wykazaé, ze jest
on optymalny (najliczniejszy). Ponadto widaé, ze dotozenie dowolnego wierzchotka
do znalezionego podzbioru powoduje, ze podzbiér staje sie niepoprawny.

Ustalmy k parzyste i oznaczmy przez K zbiér wierzchotkéw z pierwszych k/2 warstw.
WezZmy dowolne rozwiazanie optymalne i zalézmy, ze pewien wierzchotek v € K

nie zostal w tym rozwiazaniu zaznaczony (rys. 2). Jesli jest wiecej takich
wierzcholkéw, to weZzmy ten z warstwy o najmniejszym numerze (i oznaczmy numer
tej warstwy przez £). Rozwazmy pewien zaznaczony wierzchotek u, ktéry jest

na warstwie wyzszej niz ¢ i taki, ze pomiedzy v i u nie ma zaznaczonych
wierzcholkéw (gdyby wierzcholek u nie istnial, to by znaczylo, ze rozwiazanie ma

za malo zaznaczonych wierzcholkéw, aby byé optymalne). Pokazemy teraz, ze
usuwajac ze zbioru zaznaczonych wierzchotkéw v i dodajac v, dostaniemy

poprawne rozwiazanie.

Rozwazmy zatem dowolng Sciezke p od lidcia 2 do lidcia 2’ i pokazmy, ze po zamianie
zawiera ona nadal nie wigcej niz k zaznaczonych wierzchotkow. Podejrzana Sciezka p
musi zawiera¢ wierzchotek v. Jesli zawiera réwniez wierzcholek u, to po zamianie
liczba zaznaczonych wierzchotkéw w p nie zmieni sie. Zalézmy zatem, ze p

nie zawiera u i rozwazmy dowolng Sciezke od lidcia z do liscia y, ktora zawiera oba
wierzchotki u i v. Niech w bedzie wierzchotkiem pomiedzy v a u, ktéry rozdziela te
§ciezki. Sciezka z y do w zawierala przed zamiana co najmniej ¢ — 1 zaznaczonych
wierzcholkéw na jej koficu (bo zalozyliSmy, ze najmniejsza warstwa z niezaznaczonym
wierzchotkiem to ¢) plus dodatkowo wierzcholek w. Z kolei $ciezka z x do w

po zamianie zawiera dokladnie ¢ wierzchotkéw (pamietamy, ze pomiedzy v a u nie ma
zaznaczonych wierzchotkéw). Zatem poprawna przed zamiang $ciezka z 2’ do y
zawierala co najmniej tyle zaznaczonych wierzchotkéw, co $ciezka p po zamianie.

To dowodzi poprawnosci Sciezki p.

Tak wiec, korzystajac wielokrotnie z udowodnionego faktu, stwierdzamy, ze istnieje
rozwigzanie optymalne, ktére zaznacza wszystkie wierzchotki z K, zatem zbidr
wierzchotkéw generowany przez nasz algorytm jest najliczniejszy. Dowdd dla
k nieparzystego zostawiamy jako ¢wiczenie dla Czytelnika.
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