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Zabawy w kacie
JaTOSth GORNICK[ Katedra Matematyki, Politechnika Rzeszowska

W kazdym zjawisku przyrody mozna dostrzec dazenie do osiagniecia jakiegos
maksimum lub minimum. Umiejetno$é wyznaczania wartosci ekstremalnych
nie powinna wiec by¢ niczym niezwyklym. Oto zadanie z niespodzianka, ktore
proponuje rozwigza¢ samodzielnie (wrécimy do niego na konicu artykutu):

Zadanie 1. Przez dany punkt lezgcy we wnetrzu kgta poprowadzié prostq
o najkrétszym odcinku miedzy jego ramionami.

Tymczasem rozwazymy kilka innych ciekawych problemoéw.

Zadanie 2. Przez dany punkt M leZgcy we wnetrzu kgta o wierzcholku A
poprowadzic¢ prostq, ktora, przecinajgc ramiona kgta w punktach B i C, wyznacza
trojkgt ABC' o najmniejszym polu.

Rozwigzanie. Wykreslamy réwnolegtobok, ktérego dwa boki leza na ramionach
kata o wierzchotku A, a jego przekatne przecinaja sie w punkcie M. Przekatna
tego réownolegloboku, ktéra przecina ramiona kata (w punktach B i C, rys. 1),
wyznacza trojkat ABC o najmniejszym polu.

Jesli B’C’ # BC jest inna prosta przechodzaca przez punkt M (na przyktad
taka, ze |AB’| < |AB], rys. 2), to, korzystajac z przystawania trdjkatéw
B'BM i DCM, mamy:
|AAB'C'| = |AB'MC| + |ACMD| + |ACDC'| >
> |AB'MC| + |ACMD| =|AB'MC|+ |AB'MB| = |AABC|.

Zadanie 3. Wykazaé, Ze maksymalne pole trojkgta zawartego w kwadracie

jednostkowym jest rowne %, a minimalne pole trojkgta zawierajgcego kwadrat

jednostkowy jest rowne 2.

Rozwigzanie. Pierwsza cze$é jest tatwa. Wezmy kwadrat jednostkowy ABC D

i w nim tréjkat PQR, ktérego wierzcholki leza na réznych bokach kwadratu tak,
ze P,Q,R ¢ {A, B,C, D}. Wéwczas tréjkat PQR tatwo zastapié¢ tréjkatem

o wiekszej wysokosci, czyli wiekszym polu (rys. 3):

1
[APQR| < |APBR| < |AABR| = 3.

Druga czeé¢ jest konsekwencja zadania 2. Jedli tréjkat ma najmniejsze pole
wéréd tréjkatéw zawierajacych kwadrat (jednostkowy), to $rodki bokéw tego
trojkata musza nalezeé¢ do bokéw kwadratu. Oznacza to, ze jeden bok kwadratu
musi naleze¢ do boku trojkata, a przeciwlegty bok kwadratu taczy $rodki bokéw
tréjkata (rys. 4). Nietypowe w tym zadaniu jest to, ze istnieje wiele réznych
realizacji warunkéw ekstremalnych.

Zadanie 4. Przez dany punkt M lezgcy we wnetrzu kgta o wierzchotku A
poprowadzic¢ prostq, ktora, przecinajgc ramiona kgta w punktach B i C, wyznacza
trojkgt ABC' o najmniejszym obwodzie.

Rozwigzanie. W kat o wierzchotku A wpisujemy dwa okregi przechodzace przez
punkt M (rys. 5). Do wigkszego z nich, powiedzmy o, w punkcie M

wyznaczamy styczna, ktéra przecina ramiona kata w punktach B i C (rys. 6).
Tak utworzony tréjkat ABC' spelnia warunki zadania i ma najmniejszy obwdd
réwny |AD| + |AE|, gdzie D i E to punkty stycznosci okregu o z ramionami kata
(jest tak, bo |MC| = |CD| i |MB|=|BE)).

Jedli B’C’ # BC jest inng prosta zawierajaca punkt M, to okrag o’ dopisany
do tréjkata AB'C’ jest styczny do ramion kata w punktach D’ i E’ oraz

do odcinka B’C’ w punkcie N # M (rys. 7). Poniewaz punkt M lezy

na zewnatrz okregu dopisanego o', wigc okrag o' ma wiekszy promien niz
okrag o i obwdd tréjkata AB'C’ jest réwny |AD’| + |AE’'| > |AD| + |AE)|.

Odrobina geometrii pozwolila nam sprawnie rozwiazaé trzy zadania. Kto
probowal rozwiazaé zadanie 1, ten wie, ze jest ono trudniejsze.
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Rozwigzanie zadania 1. Rozpoczniemy od wykazania, ze istnieje najkrotszy
odcinek realizujacy warunki zadania. Niech M bedzie danym punktem

we wnetrzu kata o wierzchotku A. Odcinek, ktérego konce $lizgaja sie

po ramionach kata od potozenia Ui V; przez Us Vs, UsVs, itd. do potozenia Us Vs
(rys. 8) i przechodzacy przez punkt M, zmienia swoja dlugosé w sposéb ciagly.
Poniewaz dlugo$¢ ta najpierw maleje, a potem wzrasta, wiec wsrod
rozpatrywanych odcinkéw istnieje taki odcinek UV, ktérego dlugosé jest
najmniejsza.

Sprébujmy ten odcinek scharakteryzowaé. Niech U'V’ # UV bedzie innym
odcinkiem zawierajacym punkt M i laczacym ramiona kata. Niech |[CAUM| = «,
|[XMVA|=0,0<a+ <7, amniejszy z katéw o wierzchotku M (miedzy
odcinkami UV, U'V’) ma miare § (rys. 9). Dla matych katéw ¢ € (—e,¢)
rozwazmy funkcje
fO)=UV'|=UM|+|MV"].
Z twierdzenia sinuséw, zastosowanego do tréjkatéw UMU’ i VMV’ mamy
|MU’| |MU| |MV'| |MV|

sina  sin(r — (e +9))’  sin(r—p)  sin(r—6— (7 —B))’
wiec . g
sin a sin

19) = MU|sin(a +9) +IMV] sin(8 —6)

Funkcja ta jest rozniczkowalna, osigga minimum dla § = 0, wiec zgodnie
z twierdzeniem Fermata spelnia warunek f’(0) = 0, ktéry po obliczeniu
pochodnej i niezbyt skomplikowanych przeksztalceniach trygonometrycznych
jest réwnowazny warunkowi

|MU| _ ctg
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Jaki jest sens geometryczny tego warunku? Niech N bedzie rzutem
(prostopadlym) wierzchotka A na odcinek UV (rys. 10). Wyznaczajac

ctg B i ctga z trojkatéw prostokatnych ANU i ANV, latwo stwierdzamy, ze
vt = 258 = 1. Omacza to, e |[MU| = [NV i [MV| = |NU], czyli
punkt N jest symetryczny do punktu M wzgledem srodka odcinka UV

Niespodzianka (trudnoscia) w tym zadaniu jest to, ze — poza szczegdlnymi
przypadkami — odcinka UV nie mozna skonstruowaé¢ za pomoca cyrkla i linijki.
Dlaczego tak jest? Niech kat przy wierzchotku A bedzie prosty. Wtedy, przy
oznaczeniach takich jak na rysunku 11, je$li UV jest najkrétszym odcinkiem
taczacym ramiona kata i przechodzacym przez punkt M, to

[MU| _ ctg __ ctgf ey
IMV]  ctga  ctg(§ —B)
. . MU MV| . |MU PA . . |PA
7 twierdzenia Talesa ||PA“ = ‘IPVII’ wiec |‘le\ = ﬁ. Poniewaz % = ctgy,
IPV] _ ot .
Tare] = C g 3, wiec
IMU| _ ctgy
IMV|  ctgB’
gdzie 7 jest miara kata M AP. W konsekwencji <87 = ctg? 3, wiec

ctg 8
ctg 8 = ¥/ctgy. Gdyby istniala konstrukcja najkrétszego odcinka UV, to,

biorac |AP| =2 i |[MP| = 1, otrzymamy odcinek |PV| = /2, ktéry umozliwia
wykonanie zadania podwojenia szeScianu jednostkowego. Wystarczy teraz
wiedzieé (!), ze jest to niemozliwe do zrealizowania za pomoca cyrkla i linijki
(patrz np. M. Brynski, L. Wlodarski, Konstrukcje geometryczne, Biblioteczka
Delty 1, WSiP, Warszawa 1979).

Puenta niech beda stowa Adama Mickiewicza

PRAKTYKA

»Na co bedq potrzebne, pytato pachole —

Trojkaty, czworoboki, kola, parabole?”

Ze potrzebne — rzekl medrzec — musisz teraz wierzyc;

Na co potrzebne, zgadniesz, gdy zaczniesz swiat mierzyc.”
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