Informatyczny kacik olimpijski (113):

Kieszonkowe

Zadanie (VIII Olimpiada Informatyczna Gimnazjalistéw w roku szkolnym
2013/2014). Danych jest n stoséw, ponumerowanych od 1 do n. Kazdy stos

zawiera dokladnie dwie monety, ulozone jedna na drugiej. Ciag g1, g2, - -

<y 9n

oznacza nominaty monet, znajdujgcych sie na gorze kolejnych stosow, zas cigg

dy,dy, ..

., dy,, nominaly monet, znajdujacych sie na dole kolejnych stosow. Stas,

bohater zadania, moze wykonac co najwyzej k ruchow. W kazdym ruchu chlopiec
wybiera dowolny niepusty stos i zabiera monete ze szczytu tego stosu. Jaki jest
najwiekszy mozliwy zysk Stasia?

Rozwigzanie dynamiczne

Zadanie mozemy rozwiazaé, korzystajac z metody
programowania dynamicznego. Niech D PJi|[j] oznacza
maksymalny zysk dla problemu ograniczonego do stoséw
o numerach od 1 do i oraz maksymalnej liczbie ruchéw
réwnej j. Latwo obliczyé¢ wartosci DP dla pierwszego
stosu (i = 1):

e DP[1][0] = 0;
e DP[1][1] = g1;
e DP1][j] = g1 +dy, dlaj > 1.

Przejdzmy teraz do obliczenia wynikéw dla wiekszej
liczby stoséw. Dla kazdego i € {2,3,...,n} oraz
j€{0,1,... k} aby obliczy¢ warto$¢ DPJi|[j], nalezy
rozpatrzy¢ trzy sytuacje:

e nie bierzemy ani jednej monety z i-tego stosu, wtedy
wynikiem jest DP[i — 1][j];

e bierzemy jedna monete z i-tego stosu, wtedy wynikiem
jest DPJi —1][j — 1] + gs;

e bierzemy dwie monety z i-tego stosu, wtedy wynikiem
jest DP[i —1][j — 2] + g; + d;.

Wartos$cia DPJi][j] jest maksimum z trzech powyzszych

wartoéci. Oczywiscie, druga sytuacja jest mozliwa tylko

dla j > 0, podobnie trzecia tylko dla j > 1. Najwiekszym
zyskiem Stasia jest DP[n][k].

Wszystkich stanéw jest O(nk). Obliczenie wyniku
dla kazdego stanu odbywa si¢ w czasie stalym. Stad
ztozono$é czasowa rozwiazania wynosi O(nk).

Rozwigzanie zachlanne

Okazuje sie, ze istnieje rozwiazanie o lepszej zlozonosci
czasowej. Na poczatku podzielmy stosy na dwie grupy.
Niech pierwsza grupa zawiera stosy, ktérych goérna
moneta ma nominal nie mniejszy niz dolna moneta,
nazwijmy je A-stosami. Pozostale stosy niech tworza
druga grupe i nazwijmy je B-stosami. Kazda z tych grup
rozwazmy oddzielnie.

Przypadek 1: A-stosy

Zal6zmy, ze mamy m A-stoséw. Chcemy wybraé

x monet, ktérych sumaryczna wartosé jest najwieksza.
Zal6zmy dodatkowo, ze w kazdym ruchu mozemy
wybraé¢ dowolng monete (gérna lub dolng). Nietrudno
zauwazy¢, ze aby zmaksymalizowaé zysk, nalezy
wybra¢  monet o najwiekszym nominale. Zatem

posortujmy wszystkie monety malejaco wedlug nominahu.

Otrzymujemy ciag aj, asg, ..., azy, 0znaczajacy wartosci
wszystkich monet. Najwiekszy zysk uzyskamy, jesli
wezmiemy nastepujace monety: ai,as, ..., ak.
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Strategia zachlanna, ktora zostala opisana powyzej, jest
réwniez poprawna bez dodatkowego zalozenia o braniu
dowolnej monety. Ustalamy zatem, ze mozemy bra¢ tylko
monety ze szczytu stosu. Przypusémy, ze w optymalnym
rozwiazaniu chcemy wzia¢ dwie monety a; (gérna) i a;
(dolna), ktére tworza jeden stos. Skoro rozwazamy A-stos
(a; > aj) oraz ciag a jest posortowany malejaco, to i < j.
Zatem strategia zachlanna jest poprawna, poniewaz
najpierw wybierze gérng monete a;, a dopiero potem
dolng a;. Tutaj jest drobna subtelnog¢, jesli dwie monety
maja ten sam nominal, wtedy pierwszenstwo ma gorna.

Przypadek 2: B-stosy

Zalézmy, ze mamy m B-stoséw. Chcemy wybraé

x monet, ktérych sumaryczna wartosé jest najwieksza.
Przypusémy, ze w optymalnym rozwiazaniu istnieja
dwa stosy (o numerach i oraz j), z ktérych zabieramy
po jednej monecie. Bez straty ogdlnosci mozemy
zatozyé, ze g; < g;. Wiadomo (z wlasnosci B-stosu),
ze g; < dj. Skoro g; < g; oraz g; < dj, to g; < d;.
Zatem wziecie po jednej monecie ze stoséw i i j nie jest
optymalnym rozwiagzaniem, gdyz bardziej optaca sie
wzia¢ dwie monety z j-tego stosu. Stad otrzymujemy,
ze w optymalnym rozwigzaniu nie ma dwéch stoséw,

z ktorych zabieramy po jednej monecie. Innymi stowy,
jest co najwyzej jeden stos, z ktérego zabieramy jedna
monete.

Zatem posortujmy stosy wedlug malejacej sumy
nominatéw. Otrzymujemy ciag s1, S, ..., Sn, gdzie s;
oznacza sume nominaléw i-tego najcenniejszego stosu.
Jedli x jest parzyste, to wybieramy monety ze stosow
81,82,...,8z. W przeciwnym przypadku rozwazamy
dwie sytuacje. Pierwsza z nich polega na wzieciu stosow
81,82,...,8z oraz monety o najwiekszym nominale
spoérod szczytdéw pozostalych stoséw. Druga zas
polega na wzigciu stoséw si, s2,. .., Sz41 bez monety
0 najmniejszym nominale sposréd spodéw wybranych
stoséw.

Podsumowanie

Rozwiazanie opiera si¢ na rozpatrzeniu dla kazdego

x € {0,1,...,k} nastepujacego przypadku: wybieramy
x monet z A-stosow oraz k — x monet z B-stosow.
Wynikiem jest maksimum sposréd wynikéw dla

tych przypadkéw. Cale rozwiazanie dziala w czasie
O(n -log(n)). Szczegdly implementacyjne pozostawiam
Czytelnikowi jako ¢wiczenie.
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