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Jednoznacznosé¢ rozkladu w N — czesS¢ 2
Barttomiej BZDEGA

Niech n > 1 bedzie liczba naturalna oraz niech

n=pps?...pp*
bedzie rozkladem na czynniki pierwsze zgodnie z definicjg z poprzedniego

kacika. Pokaze tu kilka dalszych wnioskéw z twierdzenia o jednoznacznoéci
rozktadu w N.

Jedli n = a? dla pewnej liczby naturalnej a, to wykladniki w rozkladzie liczby n
na czynniki pierwsze sa podwojonymi wyktadnikami z rozkladu liczby a,
wszystkie sa zatem parzyste. W druga strone, jesli o, aw, ..., o sa parzyste,

to \/n = ]3(1)‘1/21732/2 .. .pg"/Q jest liczba naturalng. Wnioskujemy zatem, ze
liczba n jest kwadratem liczby naturalnej wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
wykladniki w jej rozkladzie na czynniki pierwsze sa parzyste. Ogdlniej — liczba n
jest t-ta potega liczby naturalnej wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wyktadniki
w jej rozktadzie na czynniki pierwsze dziela si¢ przez t; dowdd jest zasadniczo
taki sam.

Rozklad na czynniki pierwsze daje tez nieco inne (bardziej szkolne niz algorytm
Euklidesa) spojrzenie na liczby wzglednie pierwsze. Jezeli NWD(m, n) > 1, to liczba
NWD(m, n) ma dzielnik pierwszy, ktory jest wspdlnym dzielnikiem m i n, wiec
wystepuje w ich rozkladach na czynniki pierwsze. Implikacja odwrotna zachodzi
w oczywisty sposob. Mozemy stad wywnioskowaé, ze NWD(m,n) = 1 wtedy i tylko
wtedy, gdy kazda liczba pierwsza z rozktadu liczby n jest inna niz wszystkie
liczby pierwsze z rozkladu m.

Yaczac powyzsze dwie réwnowaznosci, mozemy na przyklad udowodnié, ze jesli
iloczyn liczb wzglednie pierwszych m i n jest kwadratem liczby naturalnej,

to obie te liczby réwniez sa kwadratami liczb naturalnych — ten fakt przyda

si¢ w zadaniach 1 i 2. Zapiszmy m -n = qflqg2 .. .qlﬁl -pPtpe? . R — jest to
rozklad na czynniki pierwsze, poniewaz wszystkie p; i q; sa rézne. Liczba mn
jest kwadratem, wiec wszystkie «; i 3; sa parzyste i w konsekwencji m i n sg
kwadratami liczb naturalnych. Analogiczne twierdzenia zachodzg oczywiscie
rowniez dla wyzszych wykladnikow.

Na koniec, rozklad na czynniki pierwsze pozwala na dokonanie pewnych
specyficznych podstawien. Opisze tu jedno. Podstawmy a; = 2a; + w;, przy
czym a; jest liczba calkowita nieujemng oraz w; € {0,1} (jest to po prostu
zapis dzielenia przez 2 z reszta). Otrzymamy n = k?b dla k = p{'p3> ... pe*
oraz b = p{"'py?...p,*. Liczba b jest iloczynem kilku réznych liczb pierwszych.
Takie liczby, zwane bezkwadratowymi (bo nie sa podzielne przez kwadrat zadnej
liczby pierwszej), maja ciekawa wlasno$é wzmacniania podzielnosci, ktora jest
pomocna w zadaniach 3 i 4.

Niech b bedzie liczba bezkwadratowa i b | mt, dla pewnych liczb catkowitych
dodatnich m i t. Kazdy dzielnik pierwszy liczby b jest dzielnikiem m?, wiec
wystepuje w rozkladzie liczby m na czynniki pierwsze. Z tego wynika, ze b | m.

Zadania

1. Dana jest liczba calkowita dodatnia n i liczba pierwsza p, dla ktérych n? 4+ np
jest kwadratem liczby naturalnej. Wykazaé, ze n réwniez jest kwadratem
liczby naturalnej.

2. Liczby calkowite dodatnie a, b, ¢ sa parami wzglednie pierwsze i spelniaja
réwnoéé a? + b = ¢2, ponadto b jest liczba parzysta. Udowodnié, ze istnieja
takie liczby naturalne m i n, ze a = m? —n?, b=2mn i c = m? + n2.

3. Rézne liczby catkowite dodatnie m i n spelniaja podzielnosé m | n?.
Udowodnié, ze |m — n| > /m.

4. Liczby caltkowite dodatnie m i n spetniaja podzielnoéé mn | m? 4+ n? + m.
Wykazaé, ze m jest kwadratem liczby catkowitej.

5. Liczbe naturalna n nazwiemy dobrq, jesli istnieje taka liczba pierwsza p, ze
p | n, ale p? { n. Dowiedé, ze wéréd liczb 1,2,3,...,10'2 liczby dobre stanowia
co najmniej 99%.
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