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Geometryczna interpretacja jednego
kroku metody Newtona jako metody
stycznych

Za to metodqg Simpsona nazywamy
pewien sposéb przyblizonego obliczania
caltek (choé¢ Bonaventura Cavalieri wpadt
na ten sam pomyst juz w 1639 r.).
Skadinad jest to szczegdlny przypadek
ogdélnej metody aproksymacji calek,
wczesniej odkrytej przez... Newtona.

‘Weczesniej, zapewne okoto 1665 roku, do
przyblizonego rozwigzywania podobnych
réwnan wielomianowych Newton uzywat
czegos$, co obecnie nazywamy metoda
siecznych i traktujemy jako przyblizong
wersje metody... stycznych.

Ten algorytm dodatkowo komplikuje fakt,
ze na kazdym kroku trzeba rozwazy¢
nowy wielomian. To, ze proces mozna
iterowaé, podstawiajac do oryginalnego
wielomianu kolejno uzyskiwane
przyblizenia, zauwazyt Joseph Raphson
w 1690 roku — i dlatego metode stycznych
niektorzy nazywaja metodqg
Newtona—Raphsona.

Przez wieki z metodg Newtona
Piotr KRZYZANOWSKI*, Grzeqorz LUKASZEWICZ*

Tytulowa metoda stuzy do wyznaczania przyblizenia miejsca zerowego x zadanej
funkcji f, czyli innymi stowy — przyblizonego rozwiazywania réwnan postaci

f(x) =0.
Glowna idee najprosciej przedstawi¢ na rysunku. Zaczynamy od jakiegos
sensownego przybliZzenia, xg, poszukiwanego miejsca zerowego x. Jak wiadomo,
gladka krzywa mozna w okolicy ¢ dobrze aproksymowaé styczna do niej, wobec
tego miejsce zerowe f powinno dawac si¢ lepiej przyblizy¢ jako miejsce zerowe xq
prostej stycznej do f w punkcie 2y (zob. rysunek obok), a je przeciez latwo
wyznaczyc:
_ (o)
f'(@o)
Powyzszy pomyst mozemy powtarza¢, dostajac ciag kolejnych przyblizen zq, 1,
x9 itd., zadanych wzorem rekurencyjnym

— i wladnie ten algorytm nazywamy metodg Newtona. Moze wiec nas
zdziwié, ze powyzszy wzér (i to od razu z bardzo waznym uogdlnieniem na
przypadek ukladéw réwnan nieliniowych z wieloma niewiadomymi!) zostal po
raz pierwszy podany przez Thomasa Simpsona w 1740 roku — a wiec wtedy,
gdy Isaac Newton od kilkunastu lat spoczywal w grobowcu w Opactwie
Westminsterskim. . . Co wiecej, na jej geometryczny aspekt, od ktérego tu
zaczeliémy, zwrdcono uwage nawet jeszcze pdzniej.
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Metoda Newtona, jakiej uzywat Newton

Dlaczego zatem ,metoda Newtona”? W traktacie De analysis per aequationes
numero terminorum infinitas, pochodzacym prawdopodobnie z 1669 roku,
Newton przedstawia rozwiazywania rownan wielomianowych, postugujac sie
takim oto przyktadem:

(2) 2® — 22 —5=0.

Poniewaz na pierwszy rzut oka widaé, ze pierwiastkiem tego réwnania jest liczba
okoto 2, to zapisujac go w postaci x = 2 4 p i podstawiajac do rownania ,
dostaniemy nowe réwnanie, tym razem na p:

(3) P> +6p>+10p—1=0.

Skoro x & 2, to w konsekwencji p =~ 0. Nieznang warto$¢ p mozemy wiec
wyznaczy¢ w przyblizeniu, pomijajac w wszystkie wyzsze potegi i dostajac
rownanie uproszczone: 10p — 1 = 0, skad oczywiscie p = i
A dalej — wiadomo, powtorzymy schemat: teraz przeciez chcemy rozwiazaé
rownanie , dla ktérego znamy przyblizone rozwigzanie p = %. Zapisujemy
wiec doktadne p w postaci p = 1—10 + ¢, gdzie ¢ ~ 0. Podstawiamy, dostajemy
kolejny wielomian itd.

We wspdélezesnym jezyku dostajemy ciag kolejnych przyblizen (ograniczamy sie
do podania wyniku do pierwszej niedoktadnej cyfry):

Zo =2,

Ty =29 +p = 2,1,

T2 =2x0+p+q = 2,09456,

T3 =... = 2,0945514816,

Tg=... = 2,09455148154232659149,
r5 = ... itd.

Jak tatwo zauwazy¢, nieliniowe réwnanie na idealna poprawke zastepujemy
réwnaniem liniowym, ktére faktycznie odpowiada znalezieniu miejsca zerowego
stycznej... a wige — to jest metoda Newtona, zastosowana do f(x) = 23 — 2z — 5.
Tyle ze w algorytmie podanym przez Newtona nie wystepuje ani wzor , ani
nawet pojecie pochodnej — ktérego przeciez Newton byl wspdéttworca!
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Scislaz odpowiedZ na pytanie o to, jak
szybko jest zbiezna metoda Newtona

i przy jakich zalozeniach na funkcje f,
podal dopiero Augustin Louis Cauchy

w 1829 roku. Np. dla ztosliwie dobranego
wielomianu f(z) = 22 — 2z + 1 metoda
Newtona zmniejsza btad dwukrotnie, co
mniej wiecej co trzy iteracje dodaje ledwo
jedna nowsa cyfre wyniku.

Theon niepotrzebnie skomplikowal ten
proces (mial swoje powody, w ktére nie
wnikamy); my podajemy wersje
»uczesang”.

T p

Geometryczne uzasadnienie metody
Herona

7Z drugiej strony, musimy by¢ $wiadomi przelomu, jakiego dokonal Newton:
wczedniejsze metody przyblizonego rozwiazywania réwnan wielomianowych —
na przyklad metoda Viete’a z 1600 roku (ktérej nie przedstawiamy tutaj, choé
wiadomo, ze Newton bardzo dokladnie ja przestudiowal) — nie dosé, ze bytly
bardziej zlozone, to po kazdej iteracji zwigkszaly dokladnosé wyniku tylko

o jedna cyfre. Tymczasem, jak mogliSmy zobaczy¢ w przykladzie powyzej,
metoda Newtona w ,typowym” przypadku po kazdej iteracji z grubsza
podwaja(!) liczbe dokladnych cyfr wyniku — i tego faktu Newton byl w pelni
Swiadom.

I choé w zadnym ze znanych rekopisow Newtona nie znaleziono wzoru ,
to jednak pamietajmy, ze zdarzylo mu sie uzy¢ dokladnie takiej metody
do wyznaczenia miejsca zerowego funkcji nie bedacej wielomianem (zob.
G. Lukaszewicz: Réwnanie Keplera w Principiach Newtona, ALY).

Metoda Newtona, zanim narodzit sie Newton

Czy Newton byl pierwszym, ktéry wskazal tak szybko zbiezng metode
rozwigzywania réownan? Okazuje sie, ze w pewnych bardzo szczegolnych
przypadkach juz starozytni korzystali z algorytmu, ktéry dzis tatwo nam
zinterpretowaé jako zastosowanie metody Newtona.

Na przyktad Heron z Aleksandrii okoto 1600 lat przed Newtonem opisywat
babilonska metode — my znamy ja jako metode Herona — wyznaczania
przyblizonej wartosci x = y/a. Pomyst byl catkiem prosty: jesli znamy jakies
przyblizenie zg > /a, to wtedy < V/a réwniez jest przyblizeniem +/a. Wobec
tego ich érednia bedzie przyblizeniem na pewno lepszym od zq itd... W efekcie

dostajemy iteracje
1 a
Th41 = 5 TE + ;k

— a to przeciez nic innego, jak metoda Newtona zastosowana do réwnania

22 —a=0.

Zyjacy kilka wiekéw po Heronie Theon z Aleksandrii podawal takie oto
eleganckie geometryczne uzasadnienie tego procesu. Skoro zamiast doktadnej
wartosci = y/a znamy jej przyblizenie xo = z + p (i oczywidcie p jest male), to
pole kwadratu o boku x( jest réwne

2= (x+p)? =2+ 2xp+p° =a+ 2z —p)p+p*.
Zatem znéw, dokladajac malutki kwadracik p? — czyli zaniedbujac wyzsze
potegi p (gdzie$ to chyba juz widzieliémy?) — mozemy zamiast powyzszego
rownania kwadratowego rozwiazaé prostsze, liniowe:

m% = a + 2zgp,

2
r5—a . "
0 i w konsekwencji —
Zo

skad wyznaczamy przyblizenie idealnej poprawki p =
lepsze przyblizenie rozwigzania:
3—a 1 ( a )
Ty =To—P==To— =zlmzo+—].
2580 2 ZTo

A dalej — wiadomo, powtarzamy cala operacje z nowym przyblizeniem 1 itd.

Warto w tym momencie dodaé, ze Newton, a przed nim arabscy matematycy

w XII wieku — zob. [Ypma, str. 539 i 541], podali analogiczne eleganckie metody
przyblizania pierwiastkéw dowolnego stopnia n, réwnowazne wykorzystaniu
metody stycznych do réwnania 2™ —a = 0.

Metoda Newtona dzisiaj

Omawiany algorytm , a zwlaszcza jego wielowymiarowy wariant

opracowany przez Simpsona, nie jest bynajmniej historycznym zabytkiem:

to jedna z powszechnie uzywanych w nauce i technice metod numerycznych.
Sprowadzenie trudnego zadania nieliniowego o wielu milionach niewiadomych do
sekwencji zadan liniowych pozwala uzy¢ np. wyrafinowanych algorytmow algebry
liniowej (o jakich pisali$émy w Delcie |Alg).
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Ale nie tylko! Na przyklad w procesorze Intel Itanium operacja dzielenia dwéch
liczb rzeczywistych b/a sprowadza sie do pomnozenia b - % Aby za$ obliczyé

T = %, projektanci zdecydowali sie wykona¢ kilka iteracji algorytmu, w ktérym na
szczescie nie wystepuje operacja dzielenia, a za to mozna skorzystaé z instrukcji

FMA (fused multiply-add) procesora:

r, =1 — axg,

Tht1 = Tk + TETE-

Pozostawiamy Czytelnikowi sprawdzenie, ze tak okreslony ciag (xy) jest po

prostu ciagiem generowanym metoda Newtona dla f(z) =
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a > 0 zachodzi

Newtona.

Coraz blizej kota

O kocie Schrodingera styszeli wszyscy. Wrécimy do
niego za chwile, na razie jednak przypomnijmy dwa
doswiadczenia, ktore pozwolily odpowiedzieé¢ na
powtarzane od wiekow pytanie: czy $wiatlo to fala, czy
strumien czastek. Pierwsze z nich wykonal na poczatku
XIX wieku Thomas Young i udowodnil, ze Swiatto
ulega dyfrakcji i interferencji, co §wiadczy niezbicie

o jego falowej naturze. Kilkadziesiat lat p6zniej inne
doswiadczenia pozwolity odkry¢ efekt fotoelektryczny,
ktéry na poczatku XX wieku wyjasnit Albert Einstein.
Stwierdzil on, ze swiatlo sktada si¢ z kwantow, czyli
wporcji energii”, zwanych dzis fotonami. W naszych
rozwazaniach skupimy sie jednak na tym, co byto
péZniej.

Fotony interferuja miedzy sobg?

Koncepcja Einsteina pozwolita wyjasnié¢ efekt
fotoelektryczny, a takze kilka innych zjawisk. Stworzyta
jednak nowy problem: jak wyjaénié¢ interferencje
Swiatla? Moze jest ona wynikiem oddzialywania

1_
T

a oraz, ze dla

1 2

Tk4+1 — —
* a

1

=a-|Tp — —
a

I wlasnie na tym — ze (w typowym przypadku) blad w nastepnym kroku jest
rzedu kwadratu btedu w biezacym — polega nieprzemijajacy czar metody

Marcin BRAUN

fotonow? Czy tam, gdzie powstaje ciemny prazek
interferencyjny, fotony zderzaja si¢ tak nieszczesliwie,

ze ulegaja zniszczeniu? To mozna sprawdzi¢. Wykonajmy
doswiadczenie Younga jeszcze raz, ale tym razem wezmy
zrodlo swiatla tak stabe, zeby wypuszczalo z siebie po
jednym fotonie co sekunde. Zamiast ekranu uzyjemy
kliszy fotograficznej, po kazdym fotonie zostanie jedna
kropka. Pojedynczy foton nie bedzie mial z czym
oddzialywaé. Pewnie czesé fotonéw przeleci przez jedna
szczeling, a czedé przez druga. Nie zaobserwujemy wiec
prazkéw interferencyjnych, ale dwie plamy — po jednej
za kazda szczelina. Jesli ekran znajduje sie daleko od
szczelin, plamy te naloza sie¢ na siebie i wtedy takze
prazkéw nie bedzie. Takie doswiadczenie rzeczywiscie
zrobiono. Okazalo sie, ze po kazdym fotonie zostawala
jedna kropka. W miare jednak, jak kropek przybywalo,
uktadaty si¢ one w dobrze znane prazki interferencyjne.
Tak wiec foton nie interferuje z innymi fotonami. On
interferuje sam ze soba! Najwyrazniej nie tylko strumien
fotonéw, ale nawet pojedynczy foton jest fala.

De Broglie: wszystko jest falg

Sprawa skomplikowala sie jeszcze bardziej, gdy francuski ksigze Louis Victor

T Wszyscy czytaja to nazwisko /de broj/,
tak tez podaje francuska Wikipedia,
cytujagc podrecznik fonetyki. Stownik
Larousse’a podaje wymowe /de brogli/.

Pierre Raymond de Broglie! z ksiazecym iscie rozmachem uznal, ze skoro éwiatto
moze by¢ jednocze$nie fala i strumieniem czastek, to taka samg podwdjna
nature powinny mieé¢ wszystkie inne czastki mikroswiata. A jaka dlugo$é ma

Stala Planca wynosi:
h = 6,62607015 - 10" 3* kg - m?/s.

fala zwiazana z czastka? De Broglie skorzystal ze wzoru na ped fotonu p = h/\,
czyli ped = %~ Zgodnie z tym wzorem foton o pedzie p ma dlugos$é

fali A = p/h. Uczony przyjal, ze taki sam wzoér obowiazuje réwniez dla innych
czastek. W jaki sposéb mozna sprawdzi¢ do$wiadczalnie te hipoteze? Uzyjmy
stosunkowo lekkich czastek, aby przy rozsadnej predkosci mialy w miare maty
ped, a tym samym — w miare duza dlugosé fali. Dobrym rozwiazaniem okazuja
sie elektrony. Odpowiadajaca im dlugos¢ fali jest mniej wiecej rozmiaréw atomu.
Co prawda trudno bytoby wycia¢ dwie szczeliny oddalone o rozmiar atomu,

a tym bardziej wykonaé siatke dyfrakcyjna zawierajaca wiele rozmieszczonych
tak szczelin, ale takie siatki Natura produkuje w wielkiej ilosci. To krysztatly.
Juz w 1927 roku, zaledwie cztery lata po pomyéle de Broglie’a, potwierdzono
doswiadczalnie dyfrakcje i interferencje elektronéw. P6zniej przeprowadzono

to dodwiadczenie w nowej wersji. Dobrano predkos¢ elektronéw i czestotliwoscé
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