
Jak liczyć gşosy?

Grzegorz PIERCZYŃSKI** Doktorant, Wydziaş Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski Wyobraźmy sobie grupę studentów, którzy po pandemii wreszcie mieli okazję

się poznać na £ywo i £eby się zintegrować, postanowili zorganizować wspólne
wyjście na obiad. Szybko się jednak okazaşo, £e podjęcie decyzji, gdzie się udać,
jest znacznie trudniejsze, ni£ wydawaşo się na początku Ű ró£ne osoby mają
zupeşnie ró£ne oczekiwania i preferencje dotyczące miejsca. Caşkiem spora
grupa zaproponowaşa pobliski fast food (oznaczmy go jako ) Ű przeciw
czemu gşośno zaprotestowaşa większość studentów, dla której wa£ne jest zdrowe
od£ywianie. Spośród nich wielu jest wegetarianami lub weganami, więc ci
zaproponowali swoją ulubioną restaurację, serwującą wyşącznie dania wegańskie
( ), co jednak wzbudzişo niechęć osób mających ochotę na mięsny posişek.
Inne zgşoszone propozycje to dwie wşoskie restauracje ( i ) i naleśnikarnia
( ).

Ű Skoro nie mo£emy się porozumieć, to zróbmy gşosowanie! Podejmijmy decyzję
demokratycznie! Ű rozlegşy się gşosy po dşu£szej chwili jaşowych przekrzykiwań.
Ka£dy student przedstawiş swój ranking preferencji, szeregując dostępne opcje
od najlepszej do najgorszej. Wyniki okazaşy się następujące:

6 osób: ≻ ≻ ≻ ≻ ,

5 osób: ≻ ≻ ≻ ≻ ,

3 osoby: ≻ ≻ ≻ ≻ ,

1 osoba: ≻ ≻ ≻ ≻ .

Jednak zupeşnie nie rozwiązaşo to konfliktu. Zwolennicy natychmiast ogşosili
swoje zwycięstwo Ű w końcu patrząc na najbardziej preferowaną opcję, widać, £e
zdobyli najwięcej gşosów! Zwolennicy natomiast stwierdzili, £e zdobyş
mniej ni£ 50% gşosów, więc Ű podobnie jak w przypadku wyborów prezydenckich
Ű powinna się odbyć druga tura gşosowania, do której weszşyby dwie opcje
występujące najczęściej na pierwszym miejscu. Przy takiej metodzie to
okazaşaby się zwycięzcą, pokonując w drugiej turze stosunkiem gşosów 9 : 6.

Gdyby historyjka miaşa miejsce
w Australii, to zwolennicy mogliby
się powoşać na metodę pojedynczego
głosu przechodniego, wykorzystywaną
w tym kraju w wyborach do Senatu.
Wedşug tej metody gşosowanie powinno
być wieloturowe, przy czym za ka£dym
razem powinna odpadać opcja wskazana
najrzadziej na pierwszym miejscu, a gşosy
na nią oddane powinny przechodzić na
następną opcję w rankingu preferencji.
W tym przypadku równie£ zwycięzcą
okazaşaby się restauracja wegańska.

Problem, na który natrafili studenci, zostaş ju£ w przeszşości zauwa£ony przez
filozofów i matematyków zajmujących się teorią wyboru spoşecznego. Wielu
z nich zwrócişo uwagę, £e w sytuacji braku wyraźnej większości powinno nas
interesować wybranie opcji najbardziej kompromisowej. W naszym przypadku na
oko takimi opcjami są i . Jednak czy da się jednoznacznie rozstrzygnąć,
która z nich jest lepsza? Jak mo£na zdefiniować Ďkompromisowy wybórŤ
w ogólnej sytuacji? Dwóch matematyków francuskich £yjących w XVIII wieku Ű
Nicolas de Condorcet i Jean-Charles de Borda Ű udzielişo zupeşnie ró£nych
odpowiedzi na to pytanie.

Tak naprawdę metody znane pod
nazwiskami Bordy i Condorceta wymyśliş
ju£ w 1299 roku majorkański teolog
Ramon Llull, jednak jego manuskrypty
na ten temat zostaşy odkryte dopiero
w 2001 roku.

Postępując zgodnie z metodą zaproponowaną przez Bordę, oznaczamy liczbę
dostępnych opcji przez m i od ka£dego wyborcy ka£dej opcji przydzielamy
m − i punktów za pojawienie się na i-tej pozycji w jego rankingu (czyli np. od
wyborcy z preferencjami ≻ ≻ ≻ ≻ opcje w jego rankingu
dostają kolejno 4, 3, 2, 1 i 0 punktów). Zwycięzcą powinna być ta opcja, która
sumarycznie otrzymaşa najwięcej punktów. Wyniki uzyskane tą metodą są
następujące:

24 41 26 35 24

Wygrywa zatem .

Borda przedstawiş równie£ alternatywną definicję swojej metody. Wyobraźmy
sobie, £e rozgrywamy pojedynki Ďjeden na jedenŤ między wszystkimi parami
opcji. Niech Pref(A, B) oznacza liczbę wyborców preferujących opcję A nad B.
Wtedy liczba punktów dla ka£dej opcji A wynosi

∑
B ̸=A

Pref(A, B). Mo£emy to
zilustrować w formie grafu:
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Prosty rachunek pokazuje, £e w naszym przykşadzie rzeczywiście obydwie
definicje są równowa£ne Ű udowodnienie tego w ogólnym przypadku
pozostawiamy Dociekliwemu Czytelnikowi jako ćwiczenie.

Metoda Bordy, choć zostaşa przyjęta m.in. przez Francuską Akademię Nauk
do wyboru nowych czşonków, spotkaşa się z krytyką markiza de Condorceta.
Zgodnie z jego opinią w naszej sytuacji wygrać powinna . Zauwa£my, £e
w rozwa£anym grafie pojedynków wygrywa pojedynek z (zatem jeśli
studenci zdecydują się na , to większość będzie wolaşa zmienić decyzję na

). Mo£emy nawet powiedzieć coś więcej: wygrywa pojedynek z ka£dą
inną opcją!

Jedyny powód, dla którego metoda Bordy
wybiera , wynika ze zgşoszenia drugiej
wşoskiej restauracji , która jest jej
Ďgorszym klonemŤ Ű ka£dy gşosujący woli
bardziej ni£ , co sztucznie zawy£a
wynik punktowy (gdyby nie obecność

, zwycięzcą byşaby ). Ciekawe
w takim razie, kto w ogóle zaproponowaş
opcję ? Czy£by zwolennik ?

Nicolas de Condorcet stwierdziş, £e to wşaśnie opcja wygrywająca pojedynek
z ka£dym przeciwnikiem jest najlepszym wyborem (dlatego taką opcję nazywa
się zwycięzcą condorcetowskim). Czy jednak zawsze taka opcja musi istnieć?

Wyobraźmy sobie wybory, w których startuje 3 kandydatów, A, B, C, i mamy
3 wyborców o następujących preferencjach:

A ≻ B ≻ C,

B ≻ C ≻ A,

C ≻ A ≻ B.

Okazuje się, £e A wygrywa pojedynek z B, B wygrywa z C... a jednocześnie
C wygrywa z A! Zwycięzca condorcetowski mo£e zatem nie istnieć Ű ten fakt
nazywany jest paradoksem condorcetowskim.

Jak sobie mo£na z tym poradzić? Metoda zaproponowana przez Condorceta
zakşadaşa wybór kandydata, który wygraş najwięcej pojedynków. W powy£szym
przykşadzie nale£y więc uznać, £e mamy remis między kandydatami A, B, C.
Istnieją te£ inne, bardziej skomplikowane metody, które zawsze wybierają
zwycięzcę condorcetowskiego (jako unikalnego zwycięzcę), gdy istnieje Ű nazywa
się je ogólnie metodami condorcetowskimi.

Dziś ta metoda jest często nazywana
metodą Copelanda, na cześć matematyka
amerykańskiego, który odkryş ją
niezale£nie w 1951 roku. Jednak
Condorcet (gdyby £yş) nie powinien mieć
o to pretensji, gdy£ jak napisaliśmy
wcześniej, i tak wşaściwszą nazwą byşaby
Ďmetoda LlullaŤ.

Czyj zatem pomysş jest lepszy, Bordy czy Condorceta? Nie jest to oczywiste Ű
nie ma metody wyborczej, która byşaby wolna od rozmaitych paradoksów.
Przedstawiona dotychczas intuicja raczej sugerowaşaby wy£szość metod
condorcetowskich, więc na zakończenie, dla równowagi, podamy argument
przeciwko nim.

Rozwa£my metodę wyborczą W i dowolny ukşad gşosów, dla którego ta
metoda wybiera∗ kandydata A, ale nie wybiera B. Metoda W speşnia aksjomat∗Za ka£dym razem, gdy bez dalszego

komentarza mówimy, £e metoda wyborcza
wybiera jakiegoś kandydata, mamy na
myśli to, £e jest on w gronie zwycięzców Ű
nawet jeśli remisuje z innymi
kandydatami.

uczestnictwa, je£eli po dodaniu gşosu, w którym A ≻ B, albo po usunięciu gşosu,
w którym B ≻ A, metoda nie wybierze B. Intuicyjnie oznacza to, £e wyborcy
nigdy nie mogą sobie ĎzaszkodzićŤ poprzez uczestnictwo w wyborach Ű co
wydaje się racjonalnym oczekiwaniem. Dla reguşy Bordy jest to w oczywisty
sposób speşnione: dodając nowy gşos, uzyskuje się wzrost ró£nicy w liczbie
punktów między zwycięskim A a ka£dym mniej preferowanym kandydatem B.
Nie jest to jednak prawdą dla £adnej metody condorcetowskiej, co poka£emy
w następującym twierdzeniu.

Twierdzenie 1. ŕadna metoda condorcetowska nie speşnia aksjomatu
uczestnictwa.

Dowód. Zaşó£my nie wprost, £e taka metoda wyborcza W istnieje. Rozwa£my
następujący ukşad 10 gşosów I0:

Dowód opiera się na pracy:
F. Brandt, C. Geist and D. Peters.
Optimal bounds for the no-show paradox
via SAT solving. Mathematical Social
Sciences 90 (2017): 18Ű27.
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2 gşosy: A ≻ B ≻ D ≻ C,

3 gşosy: B ≻ D ≻ C ≻ A,

3 gşosy: C ≻ A ≻ B ≻ D,

2 gşosy: D ≻ C ≻ A ≻ B.

Przypuśćmy, £e metoda W wybiera A lub B. Mo£emy to zrobić bez straty
ogólności ze względu na symetrię: zamieniając etykietami A z D i B z C,
otrzymamy identyczny ukşad gşosów. Teraz rozwa£my ukşad I1 otrzymany z I0

przez dodanie 2 dodatkowych gşosów, dopisanych na początku:

2 gşosy: A ≻ B ≻ C ≻ D,

2 gşosy: A ≻ B ≻ D ≻ C,

3 gşosy: B ≻ D ≻ C ≻ A,

3 gşosy: C ≻ A ≻ B ≻ D,

2 gşosy: D ≻ C ≻ A ≻ B.

Jeśli metoda W w I0 wybiera A lub B, to w I1, z aksjomatu uczestnictwa,
te£ wybiera A lub B Ű poka£emy, £e obydwie te mo£liwości prowadzą do
sprzeczności.

Przypuśćmy, £e metoda W w I1 wybiera A. Wtedy rozpatrujemy ukşad I2

(otrzymany z I1 przez skasowanie 3 środkowych gşosów):

Graf pojedynków dla I2
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2 gşosy: A ≻ B ≻ C ≻ D,

2 gşosy: A ≻ B ≻ D ≻ C,

3 gşosy: C ≻ A ≻ B ≻ D,

2 gşosy: D ≻ C ≻ A ≻ B.

W takiej sytuacji C jest zwycięzcą condorcetowskim, zatem tylko on zostanie
wybrany przez W. Ale wtedy z aksjomatu uczestnictwa wynika, £e po dodaniu
3 gşosów B ≻ D ≻ C ≻ A zwycięzcą nie mo£e zostać A Ű a przecie£ po takim
dodaniu otrzymujemy I1! Otrzymaliśmy sprzeczność.

Zatem jedyna mo£liwość jest taka, £e w I1 wygrywa B. Wtedy rozpatrujemy
ukşad I3 (otrzymany z I1 przez skasowanie 5 ostatnich gşosów):

Graf pojedynków dla I3
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2 gşosy: A ≻ B ≻ C ≻ D,

2 gşosy: A ≻ B ≻ D ≻ C,

3 gşosy: B ≻ D ≻ C ≻ A.

Tutaj to A jest zwycięzcą condorcetowskim, zatem tylko on zostanie wybrany
przez W. Ale wtedy z aksjomatu uczestnictwa wynika, £e po dodaniu 3 gşosów
C ≻ A ≻ B ≻ D i 2 gşosów D ≻ C ≻ A ≻ B zwycięzcą nie mo£e zostać B Ű a po
takim dodaniu otrzymujemy ponownie I1. Zatem równie£ tu otrzymaliśmy
sprzeczność, która kończy dowód. □

Ijon Tichy na orbicie wokóşksię£ycowej

Paweş TURKOWSKI** Uniwersytet Rolniczy w Krakowie

Ijon Tichy to jeden z bohaterów wykreowanych przez Stanisşawa Lema. Staş się
na tyle znany, £e jego imię w formie ĎIjontichyŤ nadano niewielkiej planetoidzie
krą£ącej pomiędzy orbitą Marsa i Jowisza. W ksią£ce ĎPokój na ZiemiŤ Tichy
pojawia się, aby speşnić pewną wa£ną misję na powierzchni Księ£yca. Swoje
zadanie ma wykonać na odlegşość, posşugując się ĎzdalnikiemŤ. Zdalnik nie jest
samodzielnym robotem, lecz tworem, którego poczynaniami trzeba sterować
na bie£ąco poprzez zespóş przymocowanych do ciaşa Tichego sensorów. Gdyby
próbować to sterowanie prowadzić z Ziemi, to opóźnienie dziaşania zdalnika
związane z dystansem, który dzieli Ziemię i Księ£yc, wyniosşoby:

t =
2 d

c
,

przy czym: t Ű czas opóźnienia, d Ű odlegşość ZiemiaŰKsię£yc, c Ű prędkość
światşa w pró£ni. Opóźnienie to ze względu na eliptyczny ksztaşt orbity
księ£ycowej waha się w granicach od 2,4 s do 2,7 s. Poniewa£ taki czas reakcji
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