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Na biegunach
Barttomiej BZDEGA

Ustalmy okrag w o érodku S i promieniu r. Punkty A i B lezg na wspdlnej
polprostej z poczatkiem w S. Prosta b przechodzi przez punkt A i jest
prostopadta do tej pétprostej (rys. 1). Jedli |AS| - |BS| = r?, to méwimy, ze
zachodzi odpowiednio$é biegunowa B, (B,b) punktu B i prostej b wzgledem
okregu w. Méwimy réwniez, ze punkt B jest biegunem prostej b, a prosta b jest
biegunowg punktu B wzgledem okregu w.

Dla punktu B lezacego na zewnatrz okregu w biegunowsg b mozemy
skonstruowaé, prowadzac z punktu B proste styczne do okregu w. Wéwczas
biegunowa b przechodzi przez oba punkty stycznosci (rys. 2). Wynika to

z podobienstwa tréjkatow SAT i STB: % = %, wiee [SA|-|SB| = |ST|? =r2.
Oczywiscie dziala to w obie strony. Majac dana sieczna okregu nieprzechodzaca
przez jego Srodek, mozemy wyznaczy¢ jej biegun — jest to punkt przeciecia
stycznych poprowadzonych z punktow przeciecia okregu sieczna.

Wzajemno$¢é biegunowa. Rozwazmy odpowiednio$é biegunows

B, (B1,b1) i niech By bedzie dowolnie wybranym punktem na prostej by .
Przez Ay oznaczmy rzut prostokatny punktu By na prosta SBs (rys. 3).
Z podobieristwa trojkatéw SA; By i SA3 By wynika réwnosé g4t = 222,
SAy-SBy = SA, - SB; = r?, wiec biegunowa by punktu By przechodzi przez
punkt As. Ponadto by 1.SBs, wiec By € by. Wynika z tego nastepujace prawo
wzajemnosci bieqgunowej: biegun prostej by lezy na prostej by wtedy i tylko wtedy,
gdy biegun prostej by lezy na prostej b;. Jest ono znane réwniez jako twierdzenie
La Hire’a.

a zatem

Dualno$é biegunowa. Rozwazmy odpowiednioéci biegunowe B, (B;, b;) dla
i=1,2,...,n. Wéwczas:

e jedli proste by, ba, ..., b, przecinaja sie w jednym punkcie B, to na mocy prawa
wzajemnosci biegunowej ich bieguny B, Bs, ..., B, leza na jednej prostej b,
ktéra jest biegunowa punktu B;

e w druga strone, jezeli punkty By, Bs, ..., B, leza na jednej prostej b, to na
mocy prawa wzajemnosci biegunowej ich biegunowe by, b, ..., b, przechodza
przez punkt B, ktory jest biegunem prostej b.

Ta wlasnoé¢ pozwala w niektérych zadaniach zamienié¢ teze na réwnowazna:
wspolliniowos¢é punktéw na wspotpekowosé prostych i vice versa. Bywa, ze to
upraszcza rozwiazanie zadania.

Zadania

1. Ustalmy okrag w o érodku O i roztaczna z nim prosta k. Niech X bedzie
dowolnym punktem na prostej k. Punkty przeciecia okregu w i okregu
o $rednicy OX wyznaczaja prosta £x. Udowodnié¢, ze wszystkie otrzymane
w ten sposéb proste £x sa wspolpekowe.

2. Punkt I jest érodkiem okregu o wpisanego w tréjkat ABC, a punkty D, E, F
sg punktami stycznosci tego okregu odpowiednio do odcinkéw BC, C A, AB.
Punkt P wybrano w taki sposéb, by punkt F' lezal na odcinku EP. Okrag
o Srednicy IP przecina okrag o w punktach @ i R. Dowiesé, ze prosta QR
przechodzi przez punkt A.

3. Okrag o srodku I, wpisany w tréjkat réznoboczny ABC, styczny jest do
bokéw BC, C'A, AB w punktach, odpowiednio, D, E, F. Punkt P lezy na
prostej BC'i spetnia warunek PI 1 AD. Punkt @ lezy na prostej C' A i spelnia
warunek QI L BE. Punkt R lezy na prostej AB i spelnia warunek RILCF.
Dowies¢, ze punkty P, @, R leza na jednej proste;j.

4. W czworokat ABCD wpisany jest okrag o srodku I, styczny do odcinkow
AB, BC, CD w punktach, odpowiednio, K, L, M. Prosta KL przecina
prosta C'D w punkcie P, a prosta BM w punkcie Q. Dowie$¢, ze BPLIQ.
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