
Z butelki Kleina i Salomon nie naleje?
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Instytut Matematyczny PAN Butelka Kleina to bardzo dziwna butelka. Otrzymuje się ją poprzez sklejenie

boków kwadratu z rysunku 1 zgodnie ze strzaşkami. Dla topologa opis taki
będzie wystarczający Ű domyśli się on, £e przez sklejenie rozumiemy tu
abstrakcyjną operację uto£samienia odpowiednich par punktów Ű ale dla
lepszego obrazu sytuacji prześledźmy krok po kroku, jak takie sklejanie mogşoby
wyglądać. Korzystając z trzeciego wymiaru, mo£emy wygiąć kwadrat i skleić
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Rys. 1. Diagram opisujący butelkę Kleina
przez sklejenie a z a oraz b z b

strzaşki a, otrzymując powierzchnię boczną walca. Deformując materiaş jeszcze
bardziej, mo£emy zgiąć walec niczym podkowę, by zbli£yć jego podstawy do
siebie i... przekonać się, £e strzaşki b wskazują w zşą stronę!

Znana ilustracja z rysunku 2 prezentuje jedno z rozwiązań tego problemu.
ŕeby zetknąć strzaşki b w zgodzie z zadaną orientacją, wycinamy maşy otwór
w walcu, a następnie jedną z części podkowy przeprowadzamy przez ten otwór
na spotkanie drugiej części, niejako od środka. W ten sposób strzaşki b spotkają

Rys. 2. Poglądowa (nieco uşomna)
ilustracja butelki Kleina. Nieszczelność
takiej butelki pokazuje filmik How to fill
a Klein bottle dostępny na kanale
Numberphile:
youtu.be/dfhiVaJj9UY

się w prawidşowy sposób.

Warto samodzielnie wykonać eksperyment myślowy: co stanie się, gdy

napeşnimy butelkę Kleina wodą? Czy będzie ona szczelnie zamknięta?
A najlepiej zacząć od refleksji: co to znaczy, £e woda znajduje się we

wnętrzu butelki Kleina?

Patrząc na rysunek 2, mo£na zauwa£yć, £e wodę umieszczoną w baniastej części
butelki şatwo wylać, odpowiednio obracając caşą butelkę. Jest to związane
z jednostronnością butelki Kleina. Cecha ta Ű wspólna ze znaną szerzej wstęgą
Möbiusa Ű oznacza, £e maşą kulkę umieszczoną na powierzchni zawsze mo£emy
przetoczyć tak, by znalazşa się w tym samym miejscu powierzchni, ale po drugiej
stronie.

Przypomnijmy jednak, £e nasza ilustracja nie przedstawia prawdziwej
butelki Kleina, a jedynie butelkę z wyciętą dziurą, co tşumaczy zauwa£oną
nieszczelność. Dziurę tę mo£emy zaşatać, na powrót dodając brakujący dysk.
Otrzymana powierzchnia ma wtedy samoprzecięcie. Jest to tzw. immersja
butelki Kleina i dobrze oddaje jej geometrię, jeśli tylko będziemy pamiętali, £e
samoprzecięcie jest tylko cechą naszej ilustracji, a sama butelka tego przecięcia
nie ma. Pozostaje jednak problem jednostronności i wydaje się on skutecznie
uniemo£liwiać wyró£nienie wnętrza i zewnętrza butelki.

A z czego da się nalać? ŕeby lepiej zrozumieć, gdzie le£y problem, wska£my
pewne przykşady pozytywne. Problemu ze szczelnością nie ma na przykşad sfera.
Przedmioty umieszczone wewnątrz niej Ű czyli w kuli Ű nie wydostaną się na
zewnątrz.

Szczelny jest te£ bliski kuzyn butelki Kleina Ű torus Ű zdefiniowany jako
kwadrat sklejony zgodnie z diagramem pokazanym na rysunku 3. Kiedy
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Rys. 3. Diagram opisujący torus przez
sklejenie

przystępujemy do przestrzennego sklejania, nie napotykamy na problem
niezgodności i otrzymujemy znajomy ksztaşt dętki rowerowej. Przykşadowym
opisem tego ksztaştu w R

3 będzie zbiór punktów


(x, y, z) ∈ R
3 :



√

x2 + y2 − 2
2

+ z2 = 1



.

Podobnie jak dla sfery, şatwo znajdujemy jego wypeşnienie Ű jest to
zbiór opisany tą samą formuşą, tylko z równością = zamienioną na znak
nierówności ⩽.

Dotychczasowa opowieść o szczelności jest nieścisşa, więc mo£e się wydawać
jaşowa. ŕeby tego uniknąć, na podstawie powy£szych trzech przykşadów
zaproponuję następującą definicję wypeşnienia powierzchni:

Podana definicja zostaşa przyjęta jedynie
na potrzeby niniejszego artykuşu, a nie
jest terminem zaczerpniętym z fachowej
literatury. Zdecydowanie nie jest te£
jedyną mo£liwą definicją i zachęcam
Czytelnika do zbadania innych Ű być
mo£e bardziej naturalnych Ű mo£liwości.

Definicja. Umówimy się, £e powierzchnię S da się wypeşnić, jeśli istnieje figura
trójwymiarowa M, dla której brzegiem jest powierzchnia S.
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Od razu wyjaśnijmy kilka terminologicznych niejasności:

• Jako powierzchnię S dopuszczamy nie tylko powierzchnię w R
3, ale ka£dą

powierzchnię opisaną przez sklejenie pewnej liczby wielokątów, o ile po
sklejeniu ka£da krawędź jest wspólna dla dokşadnie dwóch wielokątów,
a ka£dy wierzchoşek nale£y do pewnej liczby wielokątów kolejno poşączonych
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Rys. 4. Przykşady opisów sklejeń, które
nie zadają powierzchni zgodnie
z definicją:

1) walec ma niesparowane krawędzie
(nale£ące do tylko jednego wielokąta),
2) trąbka Borsuka ma krawędzie nale£ące
do trzech wielokątów,
3) bukiet dwóch sfer ma wierzchoşek
nale£ący do sześciu wielokątów, które
jednak nie są kolejno poşączone
krawędziami (za to ukşadają się w dwa
cykle)

krawędziami (warunki te wykluczają istnienie brzegu oraz ró£ne niepo£ądane
osobliwości).

• Podobnie, za dopuszczalną figurę trójwymiarową M uznamy efekt sklejenia
pewnej liczby wielościanów, przy czym ponownie wymagamy, by przepis ten
wykluczaş osobliwości.

• Dopuszczamy jednak, £e niektóre ściany w opisie sklejenia M nie są
sklejone z £adną inną ścianą. Powierzchnię opisaną przez sklejenie samych
niesparowanych ścian (z pominięciem reszty) będziemy nazywać brzegiem M.
W definicji £ądamy, by brzeg ten byş to£samy z powierzchnią S.

• Nie £ądamy, by sklejenie byşo fizycznie wykonalne w przestrzeni
trójwymiarowej; dopuszczamy więc w szczególności butelkę Kleina jako
prawidşowo określoną powierzchnię.

A jednak się da! W świetle przyjętej definicji da się znaleźć wnętrze dla
butelki Kleina. Zacznijmy jednak od przykşadów.

Figurą o brzegu będącym sferą jest na przykşad pojedyncza kostka jednostkowa
(sześcian) [0, 1]3, bez potrzeby sklejania. Brzegiem jest tutaj oczywiście
powierzchnia sześcianu, jednak jeśli przyjmiemy Ű tak jak do tej pory Ű
tolerancyjne podejście do deformowania powierzchni, to po pewnym
napompowaniu otrzymamy sferę.

W przypadku torusa mo£liwość wypeşnienia mo£na zauwa£yć ju£ na etapie
sklejania, gdy mamy do czynienia z walcem; walec ma przecie£ wypeşnienie!
Rozwa£my więc znowu kostkę [0, 1]3 (po napompowaniu odpowiadającą peşnemu
walcowi), jednak tym razem ze sklejonymi dwiema przeciwlegşymi ścianami
jak na rysunku 5. Jest to przykşad figury, o jakiej mowa w definicji. A brzeg?
Niesparowane ściany po dokonaniu sklejenia (przepis nakazuje sklejenie dwóch
zamkniętych şamanych) tworzą torus.

Rys. 5. Trójwymiarowe diagramy
opisujące, odpowiednio, wypeşnienie
torusa oraz butelki Kleina

Z tej perspektywy nie jest trudno znaleźć wypeşnienie równie£ dla butelki
Kleina Ű wystarczy na poprzednim diagramie zmodyfikować przepis sklejania
przeciwlegşych ścian. Zachęcam do samodzielnego przekonania się, £e otrzymany
przepis nie powoduje powstania osobliwości, a sklejenie brzegu daje wşaśnie
butelkę Kleina.

Z wielu mo£liwych refleksji, jakie pociąga za sobą zarysowane wy£ej
abstrakcyjne spojrzenie, chciaşbym wyró£nić jedną. Mianowicie równie£
jednostronność nie jest cechą powierzchni, a jedynie jej przestrzennej

reprezentacji. Przykşadem tego jest butelka Kleina, ale prostszy przykşad
mo£na zauwa£yć ju£ wymiar ni£ej. Otó£ ka£dy okrąg na pşaszczyźnie ma dwie
strony (po jednej z nich jest koşo), ale ju£ okrąg poprowadzony wzdşu£ wstęgi
Möbiusa ma tylko jedną, o czym şatwo się przekonać, rozcinając wstęgę Möbiusa
wzdşu£ takiej krzywej na dwa kawaşki (no wşaśnie! czy na pewno dwa?). Mo£e
to naprowadzić Czytelnika na sşuszny trop şączący jednostronność powierzchni
z orientowalnością zarówno jej samej, jak i otaczającej przestrzeni.

Ciąg dalszy. Wielu Czytelników Delty zna jeszcze jednego kuzyna butelki
Kleina i torusa Ű pşaszczyznę rzutową. Niestety, pşaszczyzna rzutowa
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Rys. 6. Pşaszczyzna rzutowa Ű trzecia
mo£liwość sklejenia kwadratu
w zamkniętą powierzchnię

wypeşnienia nie posiada.

Po poznaniu tylu pozytywnych przykşadów ta negatywna odpowiedź mo£e
zaskakiwać. Tym bardziej, £e jak mielibyśmy wykazać niemo£liwość znalezienia
wnętrza? Wszak mo£liwych przepisów sklejeń jest nieskończenie wiele.
Czytelnik odpowiednio doświadczony zapewne przeczuwa, £e odegra tu rolę
pewien niezmiennik. I sşusznie! Będzie nim charakterystyka Eulera. Nie
wnikając w szczegóşy, dla powierzchni zşo£onej z F wielokątów, E krawędzi
i V wierzchoşków jest to liczba χ = V − E + F ; okazuje się, £e nie zale£y ona
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od wybranego podziaşu powierzchni na wielokąty, i wşaśnie dlatego nazywamy
ją niezmiennikiem. Charakterystyki Eulera interesujących nas powierzchni
podaşem na marginesie Ű polecam wyliczyć je samodzielnie. Pşaszczyzna

χ(sfera) = 2

χ(torus) = 0

χ(but. Kleina) = 0

χ(pş. rzut.) = 1

rzutowa wyró£nia się na naszej liście tym, £e jej charakterystyka jest nieparzysta.
Pozostaje nam więc przekonać się, £e:

Twierdzenie. Jeśli powierzchnię S da się wypeşnić, to jej charakterystyka
Eulera χ(S) jest liczbą parzystą.

Twierdzenie to nie jest şatwe. Zachęcam więc Czytelnika do samodzielnego
zbadania wybranych przypadków, a peşny dowód będzie mo£na przeczytać ju£
za miesiąc.
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L̄ılāvat̄ı [1] oraz Śladami Pitagorasa [2]. Takie obiekty są z jednej strony
wdzięcznym przedmiotem rozwa£ań matematyki rozrywkowej, ale te£ powiązane
są z istotnymi problemami kombinatorycznymi, jak równie£ uşatwiają optymalne
planowanie eksperymentów.

Rozwa£my konstrukcję znaną co najmniej od XIII wieku [3], kwadrat şaciński.
Jest to tablica o wymiarze d na d, wypeşniona d elementami (np. literami
alfabetu şacińskiego) w ten sposób, £e elementy nie powtarzają się w £adnym
wierszu ani kolumnie. Przykşad wymiaru 3 przedstawia rysunek 1. Przykşad
ten stworzony zostaş z pierwszego wiersza (A, B, C) poprzez translację Ű drugi
wiersz przesuwamy o jeden, otrzymując (B, C, A). Z kolei trzeci wiersz jest
przesunięty o dwa elementy, (C, A, B). Nietrudno zauwa£yć, £e konstrukcja
poprzez translację ma swoje uogólnienie na kwadrat o dowolnym wymiarze d,
co dowodzi, £e kwadraty şacińskie istnieją dla dowolnego d.

Oczywiście kiedy zamienimy litery na dowolne inne symbole, nowy kwadrat
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Rys. 1. Kwadrat şaciński o wymiarze 3.
Elementy nie powtarzają się w £adnym
wierszu ani kolumnie

şaciński nie będzie się ró£niş od wyjściowego (mo£na powiedzieć, £e są w tej
samej klasie równowa£ności ze względu na zamianę symboli), jak w przykşadzie
na rysunku 2, gdzie u£yjemy symboli stosowanych w kartach do gry.

Czy jednak wszystkie kwadraty şacińskie o danym wymiarze są takie same
i nale£ą do tej samej klasy równowa£ności? Odpowiedź brzmi: nie! Skoro tak,
to które kwadraty są od siebie najbardziej ró£ne? By odpowiedzieć na to pytanie,
najprościej dodać je do siebie, doşączając greckie litery dla odró£nienia kolejności
kwadratów.

Zacznijmy od dwóch takich kwadratów, które z caşą pewnością nie są ró£ne,

Rozwiązanie zadania M 1739.
Poniewa£ AED jest trójkątem
równoramiennym, to BCE jest równie£
równoramienny. Wobec tego
DF = CE = CB i ?ADF = ?EBC,
ponadto AD = BE, skąd AF D jest
przystający do trójkąta równoramiennego
BCE. Wobec tego P F ∥ AD, zatem
?P F D = 180◦ − ?ADF = ?AEF, czyli
AE i P F są symetryczne względem
symetralnej odcinka F E, będącego
średnicą Ω. Zatem P i A są równie£
symetryczne względem tej średnicy,
a stąd czworokąt AEF P jest trapezem
równoramiennym Ű w szczególności mo£na
na nim opisać okrąg.

poniewa£ drugi powstaje z pierwszego poprzez zastąpienie liter şacińskich
greckimi.

Aα Bβ Cγ

Bβ Cγ Aα

Cγ Aα Bβ

≡

A♥ K♠ Q♦

K♠ Q♦ A♥

Q♦ A♥ K♠

Rys. 2. Po lewej stronie równości: dwa identyczne, dodane do siebie kwadraty şacińskie o wymiarze 3,
gdzie w drugim kwadracie zamieniliśmy litery şacińskie na greckie: A → α, B → β oraz C → γ.
Po prawej stronie: równowa£ny ukşad, w którym rolę liter şacińskich przyjęşy figury karciane, a litery
greckie zastąpiono symbolami kolorów. Zauwa£my, £e ka£da figura występuje zawsze w tym samym
kolorze

Ka£dy element na rysunku 2 jest parą liter Ű mo£liwości stworzenia ró£nych par
jest 3 × 3 = 9. Skoro jednak dodawaliśmy takie same kwadraty şacińskie, to w tym
przykşadzie występują tylko 3 ró£ne: Aα, Bβ i Cγ.
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