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Czoşówka ligi zadaniowej Klub 44 F

po uwzględnieniu ocen rozwiązań zadań
744 (W T = 2,7), 745 (W T = 3,85)

z numeru 10/2022

Paweş Perkowski O£arów Maz. 4Ű38,33
Jan Zambrzycki Biaşystok 3Ű36,74
Jacek Konieczny Poznań 33,42
Marian čupie£owiec Gliwice 2Ű33,14

Czoşówka ligi zadaniowej Klub 44 M

po uwzględnieniu ocen rozwiązań zadań
845 (W T = 2,41) i 846 (W T = 1,17)

z numeru 9/2022

Stanisşaw Bednarek čódź 43,77
Tomasz Wietecha Tarnów 42,81
Mikoşaj Pater Opole 41,88
Krzysztof Zygan Lublin 41,84
Paweş Najman Kraków 39,93
Janusz Olszewski Warszawa 38,46
Marcin Kasperski Warszawa 37,65
Norbert Porwol Essen 37,50
Adam Woryna Ruda Śl. 36,14
Radosşaw Kujawa Wrocşaw 35,83

Wielkie zagęszczenie tu£ przed linią mety!

Redaguje Marcin E. KUCZMA

859. Dla ustalonej liczby naturalnej n ⩾ 2 wyznaczyć liczbę sşów dşugości n,
tworzonych z symboli A, B i mających następującą wşasność: w ka£dym
spójnym odcinku sşowa liczba wystąpień symbolu A ró£ni się od liczby
wystąpień symbolu B co najwy£ej o 2.

860. Znaleźć wszystkie funkcje f : R → R speşniające równanie

f(xf(y)) = xf(y) + yf(x) dla x, y ∈ R.

Zadanie 860 zaproponowaş pan Witold Bednarek z čodzi.

Rozwiązania zadań z numeru 12/2022

Przypominamy treść zadań:

851. Marcin urządza spotkanie towarzyskie. Zamierza zaprosić 50 gości z szerokiego grona osób,
w którym niektórzy znają się wzajemnie, inni nie. Marcin uwa£a trójkę ludzi za atrakcyjną
towarzysko, gdy jest w niej jakaś para znajomych, a tak£e jakaś para nieznajomych. Ma chęć, by ten

Ďwarunek atrakcyjnościŤ speşniaşo co najmniej 75% spośród wszystkich
(

50

3

)

trójek gości. Jaka jest

najmniejsza liczba par znajomych (w owej pięćdziesiątce), przy której to nietypowe £yczenie daje się
zrealizować?

852. Dana jest liczba naturalna n ⩾ 2 oraz liczba rzeczywista a, przy czym a ̸= n − 1. Niech
z1, . . . , zn będą zespolonymi pierwiastkami wielomianu zn − nz + a. Wykazać, £e

1

z1 − 1
+ . . . +

1

zn − 1
= 0.

851. To oczywiście graf prosty o wierzchoşkach 1, . . . , n (tu n = 50). Gdy
z wierzchoşka i wychodzi ki krawędzi (i = 1, . . . , n), şączna liczba krawędzi
wynosi q = 1
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(średnia kwadratowa i arytmetyczna).

Przedmiotem dociekań są trójki wierzchoşków,
w których dokşadnie jedna para jest poşączona
krawędzią lub są dokşadnie dwie takie pary. Niech t
będzie liczbą trójek o tej wşasności. Zadanie Marcina to
wyznaczenie najmniejszej mo£liwej wartości q przy
ograniczeniu:

(2) t ⩾
3

4

n

3



.

Ka£da taka trójka (nieuporządkowana) wyznacza
dokşadnie dwie uporządkowane trójki numerków (i, j, k)
takie, £e ij jest krawędzią grafu, zaś ik nie jest
(to kluczowe spostrze£enie). I na odwrót: ka£da
uporządkowana trójka (i, j, k) o tych wşasnościach jest Ű
po odrzuceniu uporządkowania Ű jedną z Ďtrójek
MarcinaŤ. Dla ustalonego i liczba uporządkowanych
par (j, k), pasujących do tego schematu, wynosi
ki(n − 1 − ki). To pozwala na zliczenie wszystkich
takich (nieuporządkowanych) trójek:

(3) t =
1
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Zestawienie zale£ności (3), (1), (2) daje nierówność:
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Stąd:

(4) q2 − n(n − 1)

2
q +

n2(n − 1)(n − 2)

16
⩽ 0.

Pierwiastkami tego trójmianu kwadratowego są liczby
n
4

(

n − 1 ±
√

n − 1
)

. Zatem speşnienie warunku (2)
(więc i (4)) pociąga dolne oszacowanie:

(5) q ⩾
n

4

(

n − 1 −
√

n − 1
)

.

Uzyskanie równości w (5) wymaga, by zachodzişa
równość w relacji (1), co ma miejsce, gdy k1 = . . . = kn.
Dla n = 50 oszacowanie (5) przybiera postać q ⩾ 525
i staje się równością, gdy wspólna wartość stopni ki

wynosi 2qmin/50 = 21. Tylko czy taki graf istnieje?

Przykşadowa realizacja: w grafie o wierzchoşkach
1, . . . , 50 przyjmijmy, £e:

ij jest krawędzią ⇐⇒


i, j ⩽ 28

i ̸≡ j (mod 4)



lub
[

i, j > 28
]

.

Tu ka£dy wierzchoşek o numerze ⩽ 28 şączy się
z pozostaşymi 27 wierzchoşkami o numerach ⩽ 28,
z wyjątkiem sześciu; zaś wierzchoşki o numerach > 28
tworzą klikę liczności 22. Tak więc ka£dy wierzchoşek
ma stopień 21 (i q = 1

2 · 50 · 21 = 525).

852. Oznaczmy: wj = 1/(zj − 1) dla j = 1, . . . , n.
Poniewa£ a ̸= n − 1, liczba 1 nie jest pierwiastkiem
wielomianu Pn(z) = zn − nz + a, dzięki czemu liczby wj

są dobrze określone; nale£y wykazać, £e ich suma jest
równa zeru. Skoro zj = (wj + 1)/wj , liczby w1, . . . , wn

speşniają równanie Pn((w + 1)/w) = 0, czyli
(po pomno£eniu przez wn) Ű równanie:

Qn(w) = (w + 1)n − n(w + 1)wn−1 + awn = 0.

Qn jest wielomianem stopnia n, bowiem wspóşczynnik
przy wn wynosi 1 − n + a ̸= 0. Liczby w1, . . . , wn są
wszystkimi jego pierwiastkami. Ich suma, pomno£ona
przez (1 − n + a), jest równa wspóşczynnikowi
przy wn−1 (w wielomianie Qn); ten zaś wspóşczynik jest
równy zeru, co dowodzi tezy zadania.
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Wydziału Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Zadania z fizyki nr 756, 757
Klub 44 F

Termin nadsyşania rozwiązań: 30 VI 2023

Redaguje El£bieta ZAWISTOWSKA

756. Komora Wilsona znajduje się w jednorodnym polu magnetycznym o indukcji
B = 10−2 T. Cząstka naşadowana wpada do tej komory z prędkością prostopadşą do
linii pola B⃗. Stosunek şadunku do masy cząstki wynosi α = q/m = 108 C/kg. Po
obrocie wektora prędkości o kąt π/2 względna zmiana promienia krzywizny toru
cząstki wynosi ε = 5%. W tym momencie pole magnetyczne zostaje wyşączone
i cząstka do chwili zatrzymania przebywa jeszcze drogę L = 30 cm. Sişa oporu
podczas ruchu cząstki ma wartość proporcjonalną do jej prędkości. Znaleźć
prędkość, z jaką cząstka wpadşa do komory.

757. Ciaşo sztywne porusza się ruchem postępowym po szorstkiej powierzchni
poziomej. W chwili t0 = 0, gdy prędkość ciaşa wynosi v0, zaczyna dziaşać na nie sişa
F (t) rosnąca w czasie, dziaşająca przez caşy czas wzdşu£ prostej przechodzącej
przez środek masy ciaşa, o zwrocie zgodnym z wektorem v0. Po czasie t prędkość
ciaşa ma wartość vt, przy czym vt = 5 m/s, gdy v0 = 1 m/s, i vt = 13 m/s, gdy
v0 = 10 m/s. Znaleźć zale£ność vt = f(v0) dla dowolnych v0.

Rozwiązania zadań z numeru 12/2022
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Przypominamy treść zadań:

748. Obręcz o promieniu r stacza się bez poślizgu z wysokości H (r ≪ H) po równi pochyşej
nachylonej do poziomu pod kątem α i zderza się sprę£yście z gşadką ścianką, prostopadşą do
powierzchni równi (rys. 1). Na jaką wysokość wzniesie się obręcz po zderzeniu, jeśli wspóşczynnik
tarcia poślizgowego między obręczą a równią wynosi µ?

749. Jednoatomowy gaz doskonaşy podlega przemianom AŰBŰCŰA przedstawionym na rysunku 2.
Oblicz sprawność cyklu.

748. Energia kinetyczna obręczy o masie m tu£ przed zderzeniem ze ścianką
wynosi mv2, gdzie v jest prędkością ruchu postępowego. Uwzględniając, £e r ≪ H,
otrzymujemy z zasady zachowania energii:

mv2 = mgH, stąd v =
√

gH.

Po sprę£ystym zderzeniu z gşadką ścianką ruch obręczy w górę równi będzie
zşo£eniem ruchu postępowego z prędkością początkową v i ruchu obrotowego
w kierunku przeciwnym do wskazówek zegara z początkową prędkością kątową
ω = v/r. Oznaczając przez t1 czas potrzebny do zatrzymania ruchu obrotowego

przez sişę tarcia T = µmg cos α, mo£emy napisać:

mr2ω = Trt1, stąd t1 = v/µg cos α.

Czas t2, po którym obręcz wzniesie się na maksymalną
wysokość przy niezmienionym kierunku obrotu, wynika
z równania:

mv = (mg sin α + T )t2 i wynosi t2 = v/g(sin α + µ cos α).

Poniewa£ t2 < t1, w chwili osiągnięcia maksymalnej
wysokości obręcz nadal będzie obracać się w kierunku
przeciwnym do wskazówek zegara. Droga przebyta przez
obręcz do chwili osiągnięcia maksymalnej wysokości
wynosi l = vt2/2, a szukana maksymalna wysokość:

h = l sin α = H sin α/2(sin α + µ cos α).

749. Sprawność cyklu dana jest wzorem η = W/Q, gdzie
W = (p0V0)/2 jest pracą uzyskaną w cyklu, a Q to ilość
ciepşa pobrana przez gaz. Aby znaleźć Q, rozwa£my
kolejne odcinki cyklu. Na izochorze AB gaz pobiera
ciepşo:

(1) QAB = ncV (TB − TA) = 3p0V0/2,

gdzie cV = 3R/2 jest molowym ciepşem wşaściwym przy
staşej objętości, a n oznacza liczbę moli. Na izobarze CA
temperatura caşy czas maleje, zatem gaz oddaje ciepşo.
Obliczymy teraz ciepşo przekazane na odcinku BD, gdzie
D jest dowolnym punktem wewnątrz BC (rys. 3),
któremu odpowiada objętość V
i ciśnienie p = p0(3V0 − V )/V0:

(2) QBD = ∆UBD + WBD,

gdzie ∆UBD jest zmianą energii wewnętrznej, a WBD

pracą wykonaną przez gaz.

(3) ∆UBD = 3(pV − 2p0V0)/2,

(4) WBD = (2p0 + p)(V − V0)/2.

Po podstawieniu (3) i (4) do (2) otrzymujemy wyra£enie
na ciepşo:

(5) QBD = −(2p0V 2)/V0 + 15(p0V )/2 − 11p0V0/2,

które jest funkcją kwadratową objętości. Wykresem tej
funkcji jest część paraboli przedstawionej na rysunku 4,
która przecina oś objętości w punktach:

V1 = V0 i V2 = 2,75V0,

a jej maksymalnej wartości odpowiada objętość:

VP = (V1 + V2)/2 = 15V0/8.

Zatem w procesie BC ciepşo jest pobierane na
odcinku BP, a na odcinku PC oddawane. Wartość ciepşa
pobranego na odcinku BP otrzymujemy, podstawiając
w (5) V = VP , i wynosi ono:

QBP = 49p0V0/32.

Caşkowite ciepşo pobrane w cyklu:

Q = QAB + QBP = (97p0V0)/32,

szukana sprawność cyklu

η = 16/97 = 16,5%.
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