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Wskazówkidozadań
1.WprzekrojupłaszczyznąABPmamy
dwuwymiarowąwersjęzadania,wktórej
dowodzimy,żeA1B1∥A2B2.
2.Wygodniejestspojrzećnaanalogiczne
zadaniedlapięciokąta(dlaczegoakurat
pięciokąta?).Wszystkiedanetranslacje
mieszcząsięwobrazie
wielokąta/wielościanuwjednokładności
owspółczynniku2względempunktuA.
3.NiechS′będzierzutemprostopadłym
SnatrójkątABC.OdległościS′od
bokówtrójkątaABCsąwiększeniż1–
mamywięcdoczynieniazanalogicznym
zadaniemnapłaszczyźnie.Najlepszym
kandydatemnadużąodległośćodS′jest
tenwierzchołektrójkąta,przyktórym
jestnajmniejszykąt(musibyćnie
większyod60◦).Jeśliwykażemy,że,
powiedzmy,|AS′|>2,to|AS|⩾
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PotemrobimytosamoztrójkątemBCD.
4.Dwuwymiarowawersjazadaniama
zupełnieinnąodpowiedź–możnarozciąć
kwadratnaróżnekwadraty,aleznaleźć
takipodziałjestbardzotrudno
(najmniejsząmożliwąliczbąkwadratów
jest21).Niemniejjednakwartopochylić
sięnadtymproblememizauważyć,że
najmniejszykwadratzpodziałuniemoże
byćprzybrzegu.Podziałsześcianuna
sześcianydałbynajegodowolnejścianie
podziałkwadratunakwadraty.Weźmy
najmniejszyztychsześcianów,któresą
przypewnejścianiedużegosześcianu.
Jestonotoczonyprzezwiększesześciany,
więcnaścianieprzeciwległejdotej,którą
przylegadodużegosześcianu,musiznim
sąsiadowaćmniejszysześcian.
Kontynuująctorozumowanie,
otrzymalibyśmynieskończonyciągcoraz
mniejszychsześcianów.

na płaszczyźnie. Tutaj zajmiemy się właśnie takimi zadaniami. Rozwiązanie
płaskiej wersji często pomaga zrozumieć problem w przestrzeni. Bywa nawet tak,
że dwuwymiarowy odpowiednik jest lematem niezbędnym do rozwiązania zadania.
Jako przykład podamy tu uogólnienie następującego twierdzenia o stycznych: jeśli
z punktu P poprowadzimy proste styczne do pewnego okręgu w punktach A i B, to
|AP | = |BP |. Naturalne jest następujące uogólnienie:
Twierdzenie 1. Jeśli z punktu P poprowadzimy proste styczne do pewnej sfery
w punktach A i B, to |AP | = |BP |.
Dowód. Rozważmy przekrój sfery płaszczyzną ABP . Otrzymamy w nim okrąg,
do którego proste AP i BP są styczne – stąd |AP | = |BP |, na mocy twierdzenia
z planimetrii.
Można jeszcze inaczej. Do sfery styczne mogą być nie tylko proste, ale również
płaszczyzny.
Twierdzenie 2. Płaszczyzny przecinające się wzdłuż prostej PQ są styczne do
pewnej sfery w punktach A i B. Wówczas trójkąty APQ i BPQ są przystające.
Dowód. Proste AP i BP są styczne do danej sfery, więc |AP | = |BP |, analogicznie
|AQ| = |BQ|. Wobec tego trójkąty APQ i BPQ są przystające na mocy cechy (bbb).
Aby zilustrować powyższe zależności, rozwiążemy następujące
Zadanie 3D. Każdą ścianę pewnego wielościanu wypukłego pomalowano na
czerwono lub na niebiesko, przy czym każde dwie sąsiednie ściany (ze wspólnym
bokiem) mają inne kolory. Ponadto w ten wielościan można wpisać sferę. Udowodnić,
że sumy pól ścian czerwonych i niebieskich są równe.
A oto jego dwuwymiarowy odpowiednik:
Zadanie 2D. Każdy bok pewnego wielokąta wypukłego pomalowano na czerwono
lub na niebiesko, przy czym każde dwa boki sąsiednie (ze wspólnym wierzchołkiem)
mają inne kolory. Ponadto w ten wielokąt można wpisać okrąg. Udowodnić, że sumy
długości boków czerwonych i niebieskich są równe.
Rozwiązanie zadania 2D. Niech A1A2 . . . An będzie danym wielokątem.
Przez Ti oznaczmy punkt styczności okręgu wpisanego do boku AiAi+1, przy czym
przyjmujemy An+1 = A1 oraz Tn+1 = T1. Podzielmy brzeg wielokąta na pary odcinków
postaci TiAi+1, Ai+1Ti+1. Ich długości są równe na mocy twierdzenia o stycznych,
ponadto mają różne kolory. Z tego wynika teza.
Rozwiązanie zadania 3D. Niech S1,S2, . . . ,Sn będą ścianami danego wielościanu
i niech Ti oznacza punkt styczności sfery wpisanej do ściany Si. Niech Si i Sj będą
ścianami ze wspólną krawędzią AB. Na mocy twierdzenia 2 trójkąty ABTi i ABTj
są przystające, więc mają równe pola. Ponadto te trójkąty są różnych kolorów. Całą
powierzchnię wielościanu możemy podzielić na pary takich trójkątów, więc łączne
pole czerwonej powierzchni jest takie samo jak niebieskiej.
O podobnych metodach pisał już Michał Kieza w Kąciku Przestrzennym
(odcinek 7, ∆3

11).
Zadania
1. Okrąg o jest częścią wspólną sfer s1 i s2. Trzy różne punkty A, B, C leżą na

okręgu o. Punkt P , leżący poza płaszczyzną okręgu o, jest dowolny. Prosta PA
przecina sferę s1 w punkcie A1 ̸= A i sferę s2 w punkcie A2 ̸= A; analogicznie
określamy punkty B1, B2, C1, C2. Dowieść, że płaszczyzny A1B1C1 i A2B2C2 są
równoległe.

2. Dany jest wielościan wypukły P o dziewięciu wierzchołkach: A,B1, B2, . . . , B8.
Wielościan Pk jest wielościanem P przesuniętym o wektor −−→

ABk dla k = 1, 2, . . . , 8.
Dowieść, że dla pewnych i ̸= j wnętrza wielościanów Pi i Pj przecinają się.

3. W czworościanie ABCD wszystkie wewnętrzne kąty dwuścienne są ostre. Punkt S
leży wewnątrz tego czworościanu, a jego odległość od każdej z płaszczyzn ABC,
BCD, CDA, DAB jest większa niż 1. Dowieść, że przynajmniej dwa spośród
odcinków AS, BS, CS, DS mają długość większą niż
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4. Czy sześcian można rozciąć na skończoną i większą niż 1 liczbę parami
nieprzystających sześcianów?
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