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Na rysunku zaznaczono z6ttym kolorem
wierzcholki nalezace do zbioru
dominujgcego

Ciekawe rzeczy sie dzieja, gdy liczby k-rzeczywiste wpadaja do rak topologéw,
czyli matematykéw zglebiajacych te wlasnodci przestrzeni, ktore potrafia
przetrwaé w bardzo abstrakcyjnych warunkach. Najpierw topolog wyczuwa,

ze liczby k-rzeczywiste nieco dziwnie ,,pachna”... no wtasnie, okazuje sie, ze
dla k > w liczby k-rzeczywiste sa niespdjne, czyli ,,dziurawe” (o czym Swiadczy
np. brak v/2), wiec niektére klasyczne fakty o R (np. twierdzenie o wartosci
$redniej) przestaja by¢ prawdziwe w kR dla k > w. Mozna wigec uprawiaé

w pozaskonczonych liczbach rzeczywistych rachunek rézniczkowo-catkowy, lecz
trzeba liczy¢ sie z tym, ze bedzie on nieco dziwaczny i niejeden analityk mdégtby
by¢ nieco sceptyczny wobec pozaskonczonych fenomendéw tej teorii.

Nie ma jednak co marudzi¢: niektore fundamentalne wtasnosci zwyktych liczb
rzeczywistych R = w-R sg prawdziwe réwniez w Swiecie liczb k-rzeczywistych
dla k > w. Na przyklad gestos¢ — powszechnie wiadomo, ze Q jest geste w R,
czyli miedzy dowolnymi liczbami rzeczywistymi mozna znalezé liczbe wymierna.
Okazuje sie, ze k—Q jest geste w kR, czyli miedzy dowolnymi liczbami
k-rzeczywistymi mozna znalezé liczbe k-wymierna. Istnieja rézne twierdzenia

z zakresu teorii opisywania pewnych eleganckich przestrzeni topologicznych
(zwanej deskryptywna teoria mnogosci), ktére pokazuja, ze liczby k-rzeczywiste,
z pewnego punktu widzenia, sa bardzo sensownym uogdélnieniem klasycznych
liczb rzeczywistych w—R.

A co to znaczy: sensowne uogélnienie? O tym juz traktuja inne historie. Mozna
snu¢ wiele pozaskonczonych basni — zaréwno topologiczno-teoriomnogosciowych,
jak i teoriomnogoéciowo-logicznych. By je poznaé, nalezy zapoznacé si¢ lepiej

z teorig mnogoéci, do czego serdecznie zachecam — bo potem jest sie gotowym
na podroéz do teoriomnogosciowego lasu. Do tego samego lasu, w ktérym pewna
rusatka wykreowata przestrzen liczb k-rzeczywistych.

Szerokosé Sciezkowa
Jadwiga CZYZEWSKA*

Rewolucja! W krélestwie Bajtocji wynaleziono telefon, i mtody krél, ktéry
wlasnie zasiadl na tronie, chce wykorzysta¢ ten wspanialy wynalazek do
usprawnienia komunikacji w swoim krélestwie. Dawniej kazda wiadomosé
przenosil gotab pocztowy, a jak powszechnie wiadomo, jest to system do$¢ wolny
i zawodny. Kroél zarzadzit zatem zainstalowanie telefonu w kazdym miescie.
Kiedy jednak jego doradcy pokazali mu kosztorys projektu, krél ztapat sie

za gltowe i zdecydowal na inne rozwiazanie: aparaty maja by¢ zainstalowane

w taki sposéb, by wszyscy poddani mieli dostep do telefonu w swoim miescie
lub w pewnym innym mieécie polaczonym bezpoérednio droga z ich miastem.
Doradcy kroéla gltowia sie teraz, w ktérych miastach je zainstalowac, tak aby byto
ich jak najmniej i tym samym koszt projektu byl jak najnizszy.

Przedstawmy nasz problem w jezyku teorii graféw. Rozwazmy graf G = (V, E),
w ktérym zbiér wierzchotkéw V reprezentuje miasta w krolestwie, a zbiér
krawedzi E odpowiada istniejacym polaczeniom drogowym. Chcemy znalezé
taki podzbiér wierzchotkéw D, by kazdy wierzcholek grafu albo sam nalezal do
zbioru D, albo miatl sgsiada w zbiorze D. Kazdy wierzcholek o takiej wlasnosci
nazwiemy zdominowanym. W opisanej sytuacji zdominowane sa wszystkie
wierzchotki, podzbiér D nazwiemy wiec zbiorem dominujacym. Oczywiscie,
wybierajac D = V, wskazemy poprawny zbiér dominujacy, ale, podobnie jak kréla,
interesuje nas zbiér o mozliwie najmniejszej liczbie wierzchotkdw.

Opisany problem w teorii graféw nosi nazwe problemu minimalnego zbioru
dominujacego. Mozemy takze rozwazy¢ wariant, gdy koszty wybudowania
telefonu w poszczegdlnych miastach sie rézniag — kazdemu miastu v; przypisujemy
koszt ¢(v;), ktéry bedziemy tez nazywaé waga. Naszym zadaniem jest wtedy
wskazanie zbioru dominujacego o minimalnej sumarycznej wadze. Jest to
wéwezas problem zbioru dominujacego o minimalnej wadze.
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Na rysunku zaznaczono na zoito
wierzcholki grafu nalezace do zbioru
dominujacego. Zauwazmy, ze

w przypadku problemu wazonego czasami
oplaca nam si¢ wybraé¢ wigcej
wierzcholkéw niz w przypadku grafu bez
wag

W duzym uproszczeniu, problemy
NP-trudne to takie problemy, dla ktérych
nie znamy algorytméw dzialajgcych

w czasie wielomianowym i mamy dobre
powody, aby sadzi¢, ze takie algorytmy
nie istniejg.
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Na z6ltto zaznaczono wierzchotki nalezace
do minimalnego zbioru dominujacego

Naturalnym pomystem w przypadku tego typu probleméw jest podejscie
zachlanne, w ktérym zaczynamy od pustego zbioru D i kolejno dodajemy do
niego wierzcholki, ktére wydaja sie najbardziej przybliza¢ nas do celu. Powiedzmy,
ze jesteSmy w trakcie takiej procedury, i przez Z oznaczmy zbiér wierzchotkéw
zdominowanych, czyli nalezacych w danym momencie do zbioru D (ktéry na
koniec tej procedury bedzie zbiorem dominujacym), lub posiadajacych sasiada
w zbiorze D. Poczatkowo zbior Z jest pusty. W kazdym kroku wybieramy
wierzchotlek, ktéry nie nalezy do zbioru Z i ma najwieksza liczbe sasiadéw
nienalezacych do zbioru Z. Taki wierzchotek dodajemy do zbioru D — wtedy

on i wszyscy jego sasiedzi trafiaja do zbioru Z. Postepujemy w ten sposéb, dopoki
wszystkie wierzchotki G nie zostang wlaczone do Z. Wydawaloby sie, ze takie
podejécie to dobry pomyst, jako ze w kazdym kroku zwigkszamy Z o maksymalng
w tym momencie liczbe wierzcholkéw. Istnieja jednak grafy, dla ktérych to
podejscie nie jest optymalne:

W powyzszym przykladzie najpierw wilaczymy do grafu niebieski wierzchotek.
Wtedy z6tte wierzchotki zostana zdominowane. W kolejnych krokach nasz
algorytm wlozy wszystkie trzy szare wierzchotki do zbioru dominujacego. W ten
sposob otrzymamy zbiér dominujacy o mocy 4. Zauwazmy jednak, ze zbiér
z6ttych wierzchotkéw jest poprawnym zbiorem dominujacym o mocy 3.

Obydwa opisane problemy mozemy rozwiazaé, rozwazajac wszystkie mozliwe
podzbiory wierzcholkéw grafu, sprawdzajac, ktére z nich sg zbiorami
dominujacymi, i wybierajac najmniejszy z nich. Ztozonos¢ czasowa tego
algorytmu to O(2!V!- |E|), co zdecydowanie nie jest satysfakcjonujace (dla grafu
o zaledwie 20 wierzchotkach 2!V!- |E| moze byé réwne prawie 200 milionéw!).
Czy jestesmy w stanie zaproponowaé zatem szybsze, tj. wielomianowe
rozwigzanie? Nie spodziewamy sie, by odpowiedz byla pozytywna — obydwa

te problemy sa NP-trudne. Z drugiej strony potrzebujemy umiec¢ szybko

i efektywnie rozwiazywac to zadanie, poniewaz wystepuje w wielu rzeczywistych
scenariuszach zwiazanych z dystrybucja zasobow.

Jednym ze sposobow radzenia sobie z NP-trudnymi problemami grafowymi jest
uwazne przyjrzenie sie grafom, dla ktérych potrzebujemy znalezé rozwiazanie

— by¢ moze maja one dodatkowe przydatne wlasnosci. Przyktadowo wiemy, ze
w grafie miast polaczonych drogami bez mostéw, tuneli ani skrzyzowan nie
mozna znalezé pieciu miast polaczonych kazde z kazdym (korzystamy tutaj

z twierdzenia Kuratowskiego charakteryzujacego grafy planarne).

Znajac lepiej wlasnosci graféw, dla ktérych mamy rozwiazywaé nasz problem,
mozemy projektowaé algorytmy korzystajace z tych wlasnoéci i dziatajace
szybciej niz algorytm rozwiazujacy nasz problem dla dowolnego grafu.

Przypadek Sciezki

Rozwazmy graf, ktéry jest $ciezka (patrz rysunek na marginesie). Oznaczmy jego
kolejne wierzcholki przez vy, ve, ..., v,. Jak rozwiazaé¢ zagadnienie minimalnego
zbioru dominujacego dla Sciezek? Jezeli wierzchotki nie maja wag, mozemy po

prostu wybraé co trzeci wierzcholek, zaczynajac od drugiego wierzchotka Sciezki.

W przypadku wazonym nasze zadanie sie nieco komplikuje, ale nadal istnieje
algorytm liniowy znajdujacy optymalne rozwiazanie. Dla kazdego ¢ € {1,2,...,n}
rozwazmy optymalny zbiér dominujacy dla $ciezki zlozonej z wierzchotkéw

v —ve — -+ —v; W kazdym z trzech scenariuszy:

o wierzchotlek v; nalezy do zbioru dominujacego;

e v; nie nalezy do zbioru dominujacego, ale jego sasiad v;_1 juz tak;

e zardéwno v;, jak i v;_1 nie naleza do zbioru dominujacego (zauwazmy, ze
w tym przypadku wierzcholek v; nie jest zdominowany).
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Graf i jego dekompozycja Sciezkowa
o szerokosci 3

Kazdy cykl ma szerokosé¢ $ciezkowsg
réwna 2 — dla kazdego mozemy
zaproponowaé dekompozycje analogiczna
do tej na obrazku (tutaj dla cyklu

o dlugosci 5). Z drugiej strony Sciezki
maja szerokos¢é Sciezkowa réwna 1

Mozna udowodnié, ze dla grafu bedacego
klikg musi istnie¢ worek zawierajacy
wszystkie wierzchotki. Zatem klika

o n wierzchotkach ma szerokosé $ciezkows,
réwng n — 1

Czytelnikowi pozostawiamy jako zadanie
pokazanie, ze dowolng dekompozycje
$ciezkowsy grafu o n wierzchotkach, ktéra
ma wigcej niz 2n workéw, da si¢ prosto
skréci¢ do dlugosci 2n bez zwigkszania jej
szerokoéci, a wiec mozemy zakladac

p < 2n.

Oznaczmy optymalny zbiér dominujacy dla Sciezki v;1 — vy — - -+ —v; dla
kazdego z trzech wyzej opisanych przypadkéw jako, odpowiednio, D}, D# D3,
a przez k(DZJ ) oznaczmy sumaryczny koszt wierzchotkéw w zbiorze Df .
Zauwazmy, ze jesli mamy juz znalezione optymalne zbiory dla i w kazdym
scenariuszu, mozemy tatwo znalez¢ wyniki dla ¢ + 1.

o Niech j = argminj—; o3 k(D). Wtedy D}, = D} U {vis1}.

e 7 definicji zachodzi D? | = D}.

o W ostatnim scenariuszu wierzchotki v; i v;41 nie naleza do zbioru
dominujacego, zatem wierzcholek v; musi by¢ zdominowany przez
wierzcholek v;_1. Zatem zachodzi D}, , = D?.

Aby znalezé najlepsze rozwiazanie dla calej Sciezki, wybieramy rozwiagzanie

0 mniejszej sumarycznej wadze dla ¢ = n sposrdd pierwszych dwoch scenariuszy
(w ostatnim wierzcholek v,, nie bylby dominowany). Dopracowanie szczegdléow

i dowdd poprawnosci algorytmu pozostawiamy Czytelnikowi.

Szerokosé¢ Sciezkowa

Dla ogélnych graféw nie mozemy niestety skorzystaé z tego algorytmu, bo
wierzchotki moga by¢ ze soba polaczone w znacznie bardziej skomplikowany
sposéb. Rodzi sie jednak pytanie, co w przypadku, gdy rozwazany graf jest
podobny do $ciezki (np. tak jak grafy przedstawione na obrazkach na marginesie).
Moze potrafilibysmy wykorzysta¢ nasze zrozumienie problemu dla $ciezek do
skonstruowania algorytmu dla graféw przypominajgcych Sciezki?

Zanim péjdziemy dalej, musimy sformalizowa¢ pojecie podobienstwa do Sciezki.
Dekompozycja Sciezkows (ang. path decomposition) grafu G nazywamy
pare (P, {B(u)}uecv(p)), gdzie P jest $ciezka, a kazdemu wierzchotkowi u
przyporzadkowany jest zbior f(u) C V(G) (zwany workiem) tak, ze spelnione
sg nastepujace dwa warunki:

dla kazdych dwéch wierzcholkéw vy 1 vo polaczonych krawedzig w grafie G

istnieje wierzchotek u € V(P), ktérego worek zawiera vy i vo;

o dla kazdego wierzchotka v grafu G zbiér wierzchotkow P, ktorych worki
zawieraja v, tworzy niepusty, spéjny podgraf P (czyli w tym przypadku
Sciezke).

Szerokosé¢ dekompozycji Sciezkowej (P, {B(u)}uev(p)) to max,cv(py |B(u)] — 1.

Szerokoscia Sciezkowa (ang. pathwidth) grafu G nazywamy minimalna

mozliwa szerokos¢ dekompozycji Sciezkowej grafu G. W definicji odejmujemy 1,

by Sciezki mialy szerokos¢ Sciezkows réwna 1, a nie 2.

Okazuje sie, ze szerokosé¢ $ciezkowa wielu graféw rozwazanych w rzeczywistych
scenariuszach jest mala (czyli ograniczona przez pewna stala). Jest to bardzo
wygodne, gdyz mozemy wykorzysta¢ te wlasnos¢ do projektowania szybkich
algorytméw.

W dalszej czedci artykulu skoncentrujemy sie na problemie najmniejszego
zbioru dominujacego w grafie bez wag. Algorytm, ktéry podamy, mozna tatwo
zmodyfikowaé, aby dzialal réwniez w przypadku graféw z wagami, jednak
pominiemy te szczegodly, aby idea algorytmu byla bardziej przejrzysta.

Gdy konstruowaliSmy zbiér dominujacy o minimalnej wadze dla $ciezki,

w momencie ¢ + 1 nie potrzebowaliémy wiedzie¢, jak wyglada caty optymalny
zbiér dominujacy dla Sciezki ztozonej z pierwszych i wierzchotkow —
korzystaliémy jedynie z wiedzy o wierzchotkach v;_; oraz v;. Wykorzystamy
teraz podobna intuicje, konstruujac algorytm dynamiczny, ktory bedzie dziataé
koszt zbioru dominujacego dla réznych mozliwych stanéw wierzchotkéw
nalezacych do obecnie rozwazanego worka.

Rozwazmy graf G i jego dekompozycje ciezkowa (P, {3(u)}uecv(p)), gdzie P jest
Sciezka uy — ug — - - - — up. Przez k; oznaczmy |5(u;)|, a przez k = max;=1,. ki
oznaczmy szeroko$¢ $ciezkowa P powiekszong o 1. Dla kazdego wierzchotka v
grafu G rozrézniamy jeden z trzech mozliwych stanow:
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1. v nalezy do zbioru dominujacego;

2. v nie nalezy do zbioru dominujacego, ale jest zdominowany przez co najmniej
jednego ze swoich sasiadow;

3. v nie nalezy do zbioru dominujacego i nie jest zdominowany przez zadnego ze
swoich sasiadéw.

Bedziemy konstruowaé¢ najmniejszy zbior dominujacy, tak jak poprzednio,
rozwazajac kolejne wierzchotki P wraz z przypisanymi im workami. Dla
worka i rozwazamy wszystkie mozliwe konfiguracje stanéw jego wierzchotkéw.
Jest ich 3% — kazda konfiguracje mozemy reprezentowaé przez wektor

o= (s1,82,...,8k), gdzie s; € {1,2,3} dla j € {1,...,k;}. Rodzine wszystkich
mozliwych wektoréw stanéw worka 3(u;) oznaczymy jako S;.

Najpierw generujemy (czyli rozpatrujemy) wszystkie mozliwe stany dla
pierwszego worka [(uy). Przez c(a) dla oo € & oznaczmy liczbe wierzcholkéw,
ktore przy stanie o naleza do zbioru dominujacego. Moze sie jednak zdarzyé, ze
wektor a reprezentuje niepoprawna konfiguracje, np. gdy istnieje wierzchotek
w stanie 2, ktérego zaden sasiad nie nalezy do zbioru dominujacego (zaden nie
jest w stanie 1). Niepoprawnym wektorom « przypisujemy c(a) = co. To pozwala
nam zainicjowaé algorytm programowania dynamicznego.

Zalézmy teraz, ze dla kazdego wektora a € S;

mamy obliczony ¢(«) — rozmiar minimalnego zbioru
dominujacego w grafie indukowanym przez wierzchotki
nalezace do 8(u1) U B(ug) U--- U B(u;), ktéry zgadza
sie ze stanami opisanymi wektorem « (jesli taki zbiér
dominujacy nie istnieje albo gdy konfiguracja jest
niepoprawna, to bierzemy c(a) = 00).

Chcieliby$my teraz obliczy¢ wyniki dla stanow
nalezacych do S;11. Przedtem przejrzymy jednak
jeszcze raz nasze wyniki dla S;. Popatrzmy na
wierzchotki nalezace do (u;), ale nienalezace

do B(u;y1). Z wlasnosci dekompozycji

$ciezkowej wiemy, ze nie maja one sasiadéw

W B(uis1) UB(uiy2) U~ -+ U B(uy) poza tymi
znajdujacymi si¢ juz w S(ug) U B(u2) U... U B(u).

W zwiazku z tym kazdy taki wierzchotek musi juz
naleze¢ do zbioru dominujacego albo by¢ zdominowany,
jako ze w kolejnych krokach nie bedziemy rozwazali
ich zadnych ,nowych” sasiadéw. Zatem kazdemu
wektorowi a, w ktérym jeden z wierzchotkéw ze zbioru
B(u;i) \ B(uir1) jest w stanie 3, przypisujemy c(a) = co.

Teraz mozemy w koncu doda¢ nowe wierzchotki.
Rozwazmy wszystkie mozliwe konfiguracje wierzchotkow
nalezacych do (u;) poszerzone o konfiguracje
wierzchotkéw z B(u;r1) \ B(ui). Mozemy wtedy obliczyé
wartosé ¢ dla takich rozszerzonych konfiguracji:

w przypadku konfiguracji poprawnych zwiekszajac
wartosé¢ o liczbe wierzcholtkow, ktorym przypisano

stan 1, a w przypadku konfiguracji niepoprawnych
utrzymujac przypisanie co. Zauwazmy teraz, ze

jesli zapomnimy we wszystkich konfiguracjach

o wierzchotkach nalezacych do 3(u;), ale nienalezacych
do B(u;y1), to otrzymamy zbiér wszystkich
konfiguracji S; 11 wraz z obliczonymi dla nich
wartosciami funkcji c.

Obliczamy w ten sposéb wyniki dla kolejnych
i=2,3,...,p. Aby znalez¢ minimalny wynik dla calego
grafu G, rozwazamy wszystkie poprawne konfiguracje
dla S(up), w ktérych kazdy wierzcholek jest w stanie 1
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lub 2, i wybieramy te, dla ktérej warto$é¢ funkcji ¢ jest
najmniejsza. ZnalezliSmy zatem licznosé minimalnego
zbioru dominujacego. Jaka jest ztozonosé czasowa
naszego algorytmu? Kazdy krok, czyli wygenerowanie
wszystkich stanéw dla worka oraz sprawdzenie ich
poprawnoéci, wykonujemy w czasie O(3%). Wykonamy
p < 2n krokéw — tyle, ile wynosi dtugosé Sciezki P. Nasz
algorytm dziata zatem w czasie O(n - 3%). Dla graféw

o malej szerokosci $ciezkowej jest to zatem znacznie
lepszy czas niz opisany na poczatku algorytm dziatajacy
w czasie O(2IVI|E|) (dla graféw o 20 wierzchotkach

i gdy k = 5, liczba n - 3" nie przekracza 5 tysiecy).

Opisana tutaj metoda ma tez zastosowanie dla

innych probleméw NP-trudnych, w ktérych szukamy
algorytmow dynamicznych na dekompozycji sciezkowe;j.
W polaczeniu z algorytmem obliczajacym prawie
optymalna dekompozycje $ciezkowa (jest niestety dosé
skomplikowany, przez co musimy go pominaé) jestesmy
w stanie skonstruowaé algorytmy dzialajace w czasie
wielomianowym dla graféw o szerokosci $ciezkowej
ograniczonej przez stala.

Okazuje sie réwniez, ze grafy o matej szerokosci
Sciezkowej pojawiaja si¢ w prawdziwym zyciu.
Przyktadowo, w przetwarzaniu jezyka naturalnego
zdania mozna modelowaé jako grafy, gdzie wierzcholki
odpowiadaja pojedynczym stowom, za$ krawedz oznacza
jaki$ rodzaj zaleznosci miedzy slowami (np. przymiotnik
modyfikujacy znaczenie rzeczownika). Eksperymenty
pokazuja, ze takie grafy maja na ogdl niska szeroko$é
Sciezkowa — lingwisci twierdza, ze gdyby przekraczalta
ona 6, to ludzie mieliby problem z rozumieniem mowy.

Na koniec dodajmy, ze szerokos$é $ciezkowa

zostalta zaproponowana przez Neila Robertsona

i Paula Seymoura w ich stynnym cyklu artykulow
zatytulowanych Graph Minors. Prawdziwa rewolucja
na salonach okazal si¢ jednak inny, wprowadzony
przez nich parametr uogélniajacy szerokos$é $ciezkowa:
szeroko$¢ drzewiasta. To jednak temat na kolejny
artykut.



