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Przyklad kraty danej przez wektory (0,5)
i(1,3).

‘Wskazemy liczbe naturalng m,
spelniajaca p | m? + 1. Uzyjemy
twierdzenia Wilsona, ktére méwi, ze

(p — 1)! = —1 (mod p) dla kazdej liczby
pierwszej p.

Z tego twierdzenia wynika, ze
—-1=(p—1)!
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() e

Ostatni krok jest prawdziwy, poniewaz
p =1 (mod4). Stad p | m? +1 dla
m = (2L

O dowodzie Zagiera pisal juz Wojciech
Czerwinski w AIT

Kilka dowodow twierdzenia Fermata
o sumie dwoch kwadratow

Maryna SPEKTROVA*

Zacznijmy od zaprezentowania dobrze znanego nam twierdzenia — bohatera tego
artykutu.

Twierdzenie (o sumie dwoch kwadratéw, Fermat). Nieparzysta liczba
pierwsza p moze byc przedstawiona jako suma dwdéch kwadratow wtedy 1 tylko
wtedy, gdy p =1 (mod 4).

Zapis n =1 (mod k) oznacza, ze n — [ jest podzielne przez k. Innymi slowy, n il
daja te samg reszte z dzielenia przez k.

Jednym z najbardziej interesujacych aspektéw tego twierdzenia jest duza liczba
jego réznych dowodéw, ktore tacza sie z réznymi dziedzinami matematyki.

W szczegdlnosci mozna je udowodnié¢ za pomoca liczb Gaussa, skonczonych

i nieskoniczonych ciagéw utamkéw, lematu Thuego, metody nieskonczonego
schodzenia itd. W artykule zaprezentujemy trzy dowody: dwie interpretacje
geometryczne oraz jeden dowdd oparty na teorii aproksymacji.

Uwaga. Poniewaz dla kazdej liczby catkowitej 2 zachodzi 2 = 0,1 (mod 4), zadna
liczba dajaca reszte 3 z dzielenia przez 4 nie moze by¢ przedstawiona jako suma
dwéch kwadratow, dlatego dalej bedziemy dowodzié¢ tylko jednej implikacji.

Pierwszy dowod bedzie oparty na lemacie dotyczacym krat
rownolegtobocznych. Nie bedziemy definiowaé tego pojecia formalnie, zamiast
tego pokazemy przyklad takiej kraty na marginesie.

Lemat (Minkowski). Rozwazmy krate réwnolegloboczng oraz figure wypuklg @,
ktora jest symetryczna wzgledem poczgtku ukiadu wspélrzednych. Przypusémy,
ze S(®) > 48y, gdzie Sy jest polem podstawowego réwnolegloboku, a S(P) polem
figury ®. Wowczas w ® lezy pewien punkt tej kraty, rézny od poczgtku ukladu
wspolrzednych.

Rozwazmy krate réwnolegloboczng dana wektorami @ = (1,m), ¥ = (0, p), gdzie
m jest liczba spetiajaca p | m? + 1 (dowdd istnienia takiej liczby dla p = 4k + 1
znajduje sie na marginesie).

Zastosujmy teraz lemat Minkowskiego do kota o srodku w poczatku uktadu
wspOlrzednych i promieniu /2p. Poniewaz S(®) = 2wp > 4p = 45, w tym kole
istnieje punkt kratowy A, czyli punkt postaci xg - @ + yo - U = (zo, mzo + pyo) dla
pewnych catkowitych xg,yo. Kwadrat odleglosci punktu A od poczatku uktadu
wspoélrzednych wynosi

2 2_ .2 2.2 2,2 2 2 2
g+ (mao + pyo)* = xg +m>ag + 2mxopyo + pys = xg(m? + 1) + p(2maoyo + pyp),
co jest podzielne przez p. Poniewaz A znajduje sie wewnatrz kota o promieniu

v/2p, liczba ta miesci sie w przedziale otwartym od 0 do 2p, wiec jest réwna p.
Dlatego poszukiwane dwa kwadraty to x3 oraz (mwzg + pyo)?. O

Drugi dowdd jest nazywany ,,jednozdaniowym dowodem Dona Zagiera”

i rzeczywiscie, gdy w 1990 roku zostal po raz pierwszy opublikowany, zawieral
tylko jedno zdanie. Dla poprawienia czytelnosci przedstawiamy go tutaj nieco
bardziej szczegdtowo.

Rozwazmy zbiér S zawierajacy wszystkie tréjki (x,y,z) liczb naturalnych, ktére
spelniaja 22 + 4yz = p. Oczywiste jest, ze dla kazdego p zbiér S jest skoiiczony.
Rozwazmy nastepujaca funkcje f : N3 — N3:
(x+2z,2,y—z—2), glyz<y-z,
f@y,z) = Qy-—a,y2—y+z), glyy—z<z<2y,
(z—2y,z—y+2z2y), gdy2y<uz.
Trojki pojawiajace sie w poszczegdlnych przypadkach funkcji f nazwiemy
odpowiednio tréjkami pierwszego, drugiego i trzeciego rodzaju.
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Przyktad inwolucji dla p = 61
((3,1,13) +» (1,15, 1))

1
|
|

<

Przyklad inwolucji dla p = 61
((5,3,3) « (1,3,5))

T

Jedynym punktem stalym f dla p = 61
jest (1,1,15). Zobacz, jak ta konfiguracja
rézni sie od (1,15,1)

O twierdzeniu Dirichleta o aproksymacji
pisal Wojciech Czerwinski, w | Delta 3/21.

Wykonujac proste obliczenia, mozemy latwo sprawdzié, ze:

. f(S) CS;

 f jest bijekcja, a nawet inwolucja, czyli f(f(z,y,2)) = (x,y, 2);

o Tréjki pierwszego, drugiego i trzeciego rodzaju przechodza odpowiednio na
tréjki trzeciego, drugiego i pierwszego rodzaju.

Teraz zbadajmy, ktére trojki ¢ € S sa punktami stalymi, tj. spelniaja f(t) = .
Tréjka moze by¢ punktem stalym tylko, jesli jest drugiego rodzaju, co prowadzi
do nastepujacego ukladu rownan:

2 —x =,

Y=y,

r—yY+z=2z,
ktéry upraszcza sie do & = y. Wiemy, ze 22 + 4yz = p, wiec 22 + 4oz = p.
Poniewaz p jest liczba pierwsza, tatwo otrzymujemy x =y =1,z = p%l, zatem

w S istnieje dokladnie jeden punkt staly, co oznacza, ze S ma nieparzysta liczbe
elementéw.

Zauwazmy, ze elementy S mozemy dobra¢ w pary w taki sposéb, ze trdjka

(x,y,2) jest w parze z (z, z,y). Poniewaz S ma nieparzyscie wiele elementéw, wiec
co najmniej jedna tréjka jest sparowana sama ze soba. Dla tej tréjki (xo, yo, 20)
mamy yo = zo, wiec p = x5 + 4y§ = 5 + (2y0)>. O

Bardzo interesujaca jest geometryczna interpretacja funkcji f — co zaskakujace,
opublikowana dopiero w 2007 roku. Dla kazdej tréjki z S mozemy rozwazyé
kwadrat o boku z i dobudowaé¢ do niego 4 prostokaty o bokach y i z, jak na
rysunku. Kazda taka figura (,wiatrak” lub  jkwadrat ze skrzydtami”) moze

by¢ uzyskana w wyniku dwoch réznych cieé: jednego z mniejszym kwadratem

i drugiego z wickszym. W ten sposob otrzymujemy inwolucje miedzy wszystkimi
trojkami w S (w rzeczywistosci ta bijekcja to wlasnie f), ktérej punktami
stalymi sa krzyze. Poniewaz dla figury w ksztalcie krzyza p musi byé podzielne
przez dhugosé boku gléwnego kwadratu, wiec bok ten musi mieé¢ dlugosé 1.
Istnieje zatem doktadnie jeden punkt staly. Teraz to samo rozumowanie co
powyzej konczy dowod.

Trzeci dowdd opiera si¢ na nastepujacym twierdzeniu. Intuicyjnie okresla ono,
jak dobrze mozemy przyblizyé¢ dang liczbe rzeczywista liczbami wymiernymi
o mianowniku nieprzekraczajacym zadanej liczby catkowitej V.

Twierdzenie (o aproksymacji, Dirichlet). Dla kazdych o € R oraz N € N istniejg
r,q € Z takie, Ze:

e 1<qg< N oraz
1

Teraz rozwazmy takie m, ze p | m? + 1, i zastosujmy twierdzenie Dirichleta

o aproksymagcji dla o = % oraz N = [,/p]. Otrzymujemy, ze istnieja ¢ € N,r € Z
. . 1 .

takie, ze 1 < g < N oraz |% — g\ < g czyli |mq —rp| < & < /p.

Zdefiniujmy M jako (mq — rp)? + ¢*. Latwo sprawdzié, ze M = m?q®> + ¢*> =0
(mod p).

e Przypadek 1: g # N
Poniewaz zaréwno (mq — rp)?, jak i ¢® sa mniejsze od p, wiec 0 < M < 2p. Ale
M jest podzielne przez p, wiec M = p, a zatem p = (mq — rp)? + ¢°.

e Przypadek 2: ¢ =N
Latwo jest wykazaé, ze M < 3p, wiec M € {p,2p}. Je§li M = p, to
twierdzenie zostalo juz udowodnione, wigec rozwazmy przypadek
M = 2p. Wtedy (mgq —rp)? >2p— (/p+1)? = (/p— 1)* — 2, wiec
Imq —rp| € {|/p— 1], v/?]} ={¢—2, ¢ — 1}. Ponadto w tym przypadku
|mq — rp| oraz ¢ maja te sama parzystosé, wiec |mgq — rp| = g — 2, zatem
(g —2)?+ ¢ = 2p, czyli (¢ — 1) + 1 = p, co oznacza, ze przedstawiliémy p
jako sume dwéch kwadratow. O
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Istnieje wiele kierunkéw, w ktérych
twierdzenie Fermata moze by¢ uogdlnione
lub rozwinigte: mozna badaé liczby
pierwsze postaci 22 + ny?; uzyskaé
kryterium dla wszystkich liczb
naturalnych, by mogtly byé wyrazone jako
suma dwéch kwadratéw (twierdzenie

o sumie dwéch kwadratéw); rozwazaé
wigkszg liczbe kwadratéw (twierdzenie
Legendre’a o sumie trzech kwadratéw,
twierdzenie Lagrange’a o sumie czterech
kwadratéw) i wiele innych.

Kiedy spojrzymy na pierwszy i trzeci dowdd, mozemy zauwazy¢ kilka
podobienstw. Czy to tylko przypadek? Okazuje sie, ze twierdzenie Dirichleta
mozna wywnioskowaé z twierdzenia Minkowskiego. W tym celu rozwazmy zbior

1 1
S{(x,y)ERQ::z:|<N+2,yoz:z:|<N}.

Zbiér S jest rownoleglobokiem o $rodku w poczatku uktadu wspoélrzednych

i polu réwnym 2(N + %) . % > 4, wiec mozemy zastosowaé twierdzenie
Minkowskiego dla S na zwyklej kracie kartezjanskiej. Dostajemy, ze S zawiera
punkt catkowity (¢,7) (z symetrii mozemy wybraé ¢ dodatnie), a te g, r spelniaja
warunek z twierdzenia Dirichleta.

Twierdzenie Jacobiego o sumie dwéch kwadratéw. Nie tylko twierdzenie
Fermata ma kilka zaskakujacych dowodow. To samo jest prawda rowniez dla
jednego z jego uogdlnien. Nastepujace twierdzenie mozna udowodnié, uzywajac
form kwadratowych, funkcji eliptycznych lub liczb Gaussa, ale przedstawimy
tutaj jedynie dowdd przy uzyciu funkcji tworzacych.

Twierdzenie (o sumie dwdch kwadratéw, Jacobi). Niech ro(n) oznacza

liczbe sposobow wyrazenia liczby naturalnej jako sumy kwadratéw dwoch liczb
catkowitych. Ponadto niech di(n) oznacza liczbe naturalnych dzielnikéw n, ktdre
dajq reszte k modulo 4. Wtedy dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi:

ro(n) = 4(dy(n) — ds(n)).

Uwaga. Poniewaz dla kazdej liczby pierwszej postaci p = 4k + 1 mamy d; (p) = 2
oraz ds(p) = 0, twierdzenie Fermata jest bezposrednim wnioskiem z tego
twierdzenia.

Nasz dowéd tego twierdzenia (wlasciwie jedynie bardzo krotki szkic) bedzie
oparty na nastepujacym twierdzeniu:

Twierdzenie (potréjny iloczyn Jacobiego). Dila dowolnych liczb
zespolonych q i z spelniajgcych |q| < 1 oraz z # 0 zachodzi nastepujaca réwnosé:

[e%S)
2
E qn 2271

n=—oo

oo

H (1 _ q2’m) (1 +q2m—122) (1 +q2m—12—2) _

m=1

Korzystajac z tego twierdzenia kilka razy, mozna udowodnié, ze:

k1 H 1—36

4m 3k2)( $4m_1]{7—2)

+ﬁ 1—gim
m=1

=[[a-(ama+ (-

m=1
Roézniczkujac obie strony tej réwnoéci wzgledem k i podstawiajac k = —1,
otrzymujemy nastepujaca rownosc:

0 2 pin—1
(Zx ) _1+4Z< x4n3_1_1.4n1>'

n=—oo

£L'4m73]€72)(1 {E4m71]€2)

D)) (L + (—a)" k).

W rzeczywistosci ta réwnosé jest réwnowazna twierdzeniu Jacobiego. Aby to
zobaczy¢, przeksztalémy najpierw prawg strone. Standardowy wzér na sume
szeregu geometrycznego implikuje:

o0 — —
£E4n 3 x4n 1
Z 1— g4n—3 1 _ p4n—1

n=1

- . 4n71)k>

n=1 k=1
— Z (1,(477,73)]@ 4n 1)k Z )).Tk
neN\{0}, keN k=1
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Pierwsza wersja przeszukiwania w glab
zostata wykorzystana w XIX wieku przez
francuskiego matematyka Charlesa
Pierre’a Trémaux jako strategia
rozwigzywania labiryntéw, jak ten
ponizej. Komoérki siatki mozna
interpretowaé jako wierzchotki grafu.
Krawedzie w grafie reprezentuja wtedy
mozliwo$é ruchu, wiec taczymy
wierzchotki wtedy i tylko wtedy, gdy
komérki reprezentowane przez te
wierzcholki sgsiaduja ze soba bokiem.

start

meta

| — |

Teraz przeksztalémy lewa strone:

< Z x"2)2 = (~-~+m(_1)2 + 2% 4 —|—...)2 = 1+Zr2(k)xk.
n=—o00 k=1

Zatem udowodniliSmy, ze
LY (k)2 =14 (4dy (k) — 4ds (k)"
k=1 k=1

co konczy dowdd twierdzenia Jacobiego. O

Paul Erdés, jeden z najwybitniejszych matematykéw XX wieku, czesto méwil

o Ksiedze, w ktorej Bog mialby przechowywaé¢ idealne dowody twierdzen
matematycznych. Powszechnie znane jest jego powiedzenie: ,Nie musisz wierzy¢
w Boga, ale jako matematyk powiniene$ wierzy¢ w Ksiege”. Jesli taka Ksiega
naprawde istnieje, wierze, ze powyzsze dowody, bedace doskonalym przyktadem
glebokich powiazan miedzy réznymi obszarami matematyki, z pewnoscia
zashuzylyby na szczegdlne w niej miejsce.

Gdzie tu jest graf? Sylwia SAPKOWSKA*

Algorytmy przeszukiwania graféw pojawiaja si¢ wszedzie. Bez nich nie
dziatalaby Twoja ulubiona wyszukiwarka internetowa, a swoje ,$ciezki w grafie”
prawdopodobnie optymalizujesz podéwiadomie, na przyklad planujac swéj dzien.
Potaczenia miedzy Toba, Twoimi przyjaciélmi i rodzing réwniez tworza graf,
ktéry goraczkowo przeszukujemy podczas spotkan towarzyskich.

Skoro algorytmy przeszukiwania graféw maja wiele zastosowan w codziennym
zyciu, nie powinno nas dziwié¢, ze wiele zadan olimpijskich z matematyki mozna
rowniez rozwiazac, wykorzystujac te idee.

Przeszukiwanie w glab

Zanim przejdziemy dalej, oméwmy najprostszy algorytm przeszukiwania graféw
— przeszukiwanie w glab, w skrécie DFS (depth first search).

Mozemy o nim mysle¢ jak o ,spacerze” po grafie. Podczas wykonywania
algorytmu przechowujemy informacje o tym, czy dany wierzchotek zostat
juz odwiedzony. Zaczynamy od wybrania wierzchotka poczatkowego. Kiedy
w trakcie wykonywania algorytmu znajdziemy si¢ w jakims wierzchotku v,
wykonujemy nastepujace instrukcje:

1. Oznacz wierzchotek v jako odwiedzony.

2. Dla kazdego sasiedniego wierzchotka u aktualnego wierzchotka v, jesli u nie
zostal jeszcze odwiedzony — rekurencyjnie wykonaj te procedure dla wu.

3. Po zbadaniu wszystkich sasiednich wierzchotkéw v wréé do poprzedniego
wierzchotka — tego, z ktérego przyszlisSmy do v.

O algorytmie DFS mozna mysle¢ analogicznie do zwiedzania. Wyobraz sobie,
ze jested turysta w tetniacym zyciem miedcie, trzymasz w rekach mape i cheesz
zobaczy¢ kazda ukryta peretke, jaka to miasto ma do zaoferowania. Zaczynasz
od znanego muzeum, chtonac sztuke i historie, po czym rozgladasz sie za
kolejnym, jeszcze nieodwiedzonym miejscem. Jesli znajdziesz nowa kawiarnie,
urokliwa alejke lub inny zabytek, udajesz sie tam, cieszac sie nowymi widokami
i dodajac je do swojej ,listy odwiedzonych miejsc”. Gdy dojdziesz do punktu,

w ktérym wszystko w okolicy zostalo zwiedzone, czas wrécié¢ — cofnac sie do
ostatniego miejsca, ktore mialo jeszcze niezbadane Sciezki. Stamtad kontynuujesz
przygode, odkrywajac nowe ciekawostki i poruszajac sie naprzéd, az w petni
zwiedzisz wszystkie mozliwe miejsca. Ta metoda zwiedzania zapewnia, ze nie
ominiesz zadnej lokalizacji. W koricu odwiedzisz cate miasto, nie pozostawiajac
zadnego zabytku nieodkrytym ani zadnego zakatka niezbadanym! W przypadku
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