Artystyczne piekno osobliwych zbioréw
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Tlustracje zdobiace niniejszy artykul to tzw. kaustyki
Wignera oraz zbiory srodka symetrii zamknietej,
gladkiej krzywej plaskiej. Od lat 70. XX wieku

az po dzis dzien obiekty te znajduja zastosowanie

w rozmaitych dziedzinach, takich jak semiklasyczna
fizyka kwantowa, teoria osobliwosci czy geometria
rézniczkowa. Mozna je interpretowaé jako obwiednie
(za moment wytlumaczymy, czym sa) specjalnych rodzin
prostych, co nadaje im nie tylko glebokie znaczenie
geometryczne, lecz takze wybitna warto$é artystyczna,
odzwierciedlajaca piekno i harmonie matematyki.

Opiszmy najpierw pokrétce, czym jest wspomniana juz
obwiednia. Obwiednig rodziny krzywych nazywamy
zbior styczny do kazdej z tych krzywych, ktérego

kazdy punkt stanowi punkt stycznosci do jednej

z krzywych. Intuicyjnie mozna ja sobie wyobrazié

tak, ze kazdy punkt obwiedni to punkt przecigcia
dwoch ,nieskonczenie bliskich” krzywych z badanej
rodziny. Na przyklad, jesli wyobrazimy sobie rodzing
okregéw o promieniu 1 i o érodkach lezacych na osi OX|
obwiednia beda dwie proste: y = 1 oraz y = —1 (rys. |1).

Rys. 1. Rodzina okregéw i ich obwiednia

Majac krzywa plaska v, pare réznych punktéw a, b
lezacych na tej krzywej nazywamy parg réownoleglq,

jesli styczne do tej krzywej w tych dwéch punktach

sa prostymi réwnoleglymi (piszemy wtedy alb).
Przykladowo, gdy ~ jest okregiem, to kazda para
punktéw antypodycznych (czyli takich, ktére sa konicami
pewnej $rednicy tego okregu) jest para réwnolegla.

Przystapmy do definicji osobliwych zbiorow
przytoczonych we wstepie artykutu. Ustalmy na
poczatku krzywa plaska + oraz liczbe rzeczywista .
Zbiorem afinicznie A-réwnoodleglym nazywamy zbiér
Ex(y) :={da+ (1 = X\)b: a,b € v,alb}.
Innymi stowy (w przypadku A € (0,1)), gdy mamy
odcinek o konicach w parze rownoleglej, to punkt
dzielacy ten odcinek w stosunku A nalezy do Ey (7).
Kaustykq Wignera krzywej v nazywamy zbior Eg 5(7).
Poczatek rozwazan nad kaustyka Wignera zawdzigczamy
sir Michaelowi Berremu oraz Nandorowi Baldzsowi [I],
ktorzy badali fazowo-przestrzenng reprezentacje Wignera
stanéw kwantowych. Zbiér Ey(y) mozna réwniez
reprezentowaé jako obwiednie rodziny swoich stycznych
(rys. [2[(b)). Juz za chwilke zdefiniujemy ostatni zbidr,
nazywany zbiorem $rodka symetrii, ktéry po raz
pierwszy, w troche innych terminach geometrycznych,
zdefiniowal Stanistaw Janeczko [3]. Afiniczng cieciwg

17

Wydzial Matematyki i Nauk Informacyjnych, Politechnika Warszawska

krzywej v nazywamy prosta przechodzaca przez pare
réwnolegla krzywej v. Zbior srodka symetrii jest
obwiednia rodziny wszystkich cieciw afinicznych naszej
poczatkowej krzywej (rys. |2(f)); bedziemy go oznaczaé
CSS(v). Okazuje sie, ze zbiér $rodka symetrii krzywej

v jest réwniez zbiorem wszystkich punktéw osobliwych
(najczesciej ostrzy) rodziny wszystkich zbioréw afinicznie
A-réwnoodleglych krzywej v (rys. 2(c,d)).

(@) B ©

Rys. 2. Osobliwe zbiory krzywej ~:

(a) Zbidr Eg,5(v); (b) Zbiér Eg,5() jako obwiednia prostych;

(¢) Zbiory afinicznie A-réwnoodlegte krzywej «v; (d) Zbiory afinicznie
A-réwnoodlegte krzywej v oraz CSS(7v); (e) Zbiér CSS(v); (f) CSS(v)
jako obwiednia cieciw afinicznych;

Zbiory oméwione w niniejszym artykule charakteryzuja
sie wieloma interesujacymi wlasnodciami
geometrycznymi, ktérych pelny opis wykracza poza
ramy tego tekstu. Dziedziny nauki zajmujace sie

tymi strukturami dynamicznie sie rozwijaja, a na

ich temat regularnie publikowane sa nowe prace
naukowe. Znaczna czes¢ wiedzy dotyczy lokalnych
wlasnosci tych zbioréw w przestrzeniach n-wymiarowych.
Natomiast w przypadku ich wtasnosci globalnych,
takich jak liczba punktow osobliwych, obecny stan
wiedzy pozwala na formulowanie precyzyjnych
twierdzen jedynie w odniesieniu do krzywych. Wiecej
na temat geometrycznych wtasnoéci oraz literatury tego
przedmiotu mozna przeczytaé w [2].

Dzieki mozliwosci opisania rozwazanych zbioréw

za pomoca obwiedni rodziny prostych otwiera si¢

przed nami przestrzen do ich graficznej prezentacji.
Autorzy niniejszego artykutu, wspélnie z Dominikg
Sterczewska, wykorzystali oprogramowanie Mathematica,
aby stworzy¢ artystyczne wizualizacje — réznorodne,
niebanalne, otwarte na rozmaite interpretacje. Te
niepowtarzalne i osobliwe obrazy stanowia wyjatkowe
polaczenie matematycznej precyzji i kreatywnego piekna.
Refleksje o ich unikatowym charakterze mozna bylo
ustyszeé¢ wérdd uczestnikow miniwystawy zorganizowanej
z okazji obchodéw XXV-lecia Wydziatu Matematyki

i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszawskiej
(28.11.2024 r.), za co autorzy sa bardzo wdzieczni
Organizatorom tego wydarzenia. Szczegdtowy
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opis tworzenia wizualizacji, wraz z przykladowym kodem w programie
Mathematica, znajduje sie w [2]. Na rysunkach powyzej prezentujemy

wybrane wizualizacje. Mamy szczera i serdeczng nadzieje, ze te obrazy
przypadna do gustu Czytelnikom Delty i zainspiruja ich do zglebiania

piekna osobliwej geometrii rézniczkowej. By¢ moze niektérzy z Panstwa
skorzystaja z przykladowego kodu napisanego w programie Mathematica,
zamieszczonego w [2], i sami podejma prébe stworzenia wlasnych, niezwyklych
wizualizacji tych tajemniczych geometrycznych zbioréw, odkrywajac jednoczeénie
magie, jaka jest matematyka.

Karolina PAWLAK*

Ostatnio bardzo popularne staly sie dyfuzory zapachowe, ktéore potrafia

otuli¢ nasza domowsg przestrzen przyjemnymi wonnoéciami i wprawié¢ nas

w dobry nastréj. Ale czy zastanawialiscie sie kiedys$, w jaki sposéb dochodzi

do rozprzestrzeniania sie zapachéw w pomieszczeniu? W przypadku dyfuzoréow
zapachowych nosnikiem zapachu sa patyczki ratanowe, zanurzone w szklanym
pojemniku wypelnionym olejkiem eterycznym (rys. 1). Dzieki porowatej
strukturze patyczkow ciecz jest wchlaniana i przenoszona az do ich wierzcholtkéw,
gdzie olejek zaczyna odparowywaé z powierzchni. Nastepnie czasteczki substancji
zapachowej ulegaja niezliczonym zderzeniom z czasteczkami powietrza. To

je napedza i sprawia, ze rozpraszaja si¢ po pomieszczeniu, a my cieszymy sie
pieknym aromatem. Opisane zjawisko przemieszczania sie substancji z obszaru
o wyzszym jej stezeniu do obszaru o nizszej koncentracji nazywamy dyfuzja.

Zrozumieé dyfuzje

Sprawdzmy, jak rachunek prawdopodobienistwa moze nam pomédc dokladniej
opisaé proces dyfuzji. Wyobrazmy sobie, ze mamy czasteczke perfum

w punkcie zq, ktora porusza sie wzdtuz osi OX i w czasie At > 0 przemieszcza
sie 0 Az > 0 w prawo lub w lewo (rys. 2). Przyjmujemy, ze prawdopodobienstwo
pojscia w prawo/lewo w kazdym kroku wynosi % Jesli n jest liczba skokdw,
jakie wykonala czasteczka, to n = ny + n_, gdzie n to liczba skokéw w prawo,
a n_ to liczba skokéw w lewo. Ponadto t = nAt jest catkowitym czasem jej ruchu.
Natomiast jesli przez x oznaczymy przemieszczenie czasteczki wzgledem punktu
7o, to liczba m = &= wyraza wielko$¢ przemieszczenia w punktach kratowych

i oczywiscie m = ny — n_. Zatem liczby skokéw w prawo/lewo mozemy wyrazié

wzorami:
n+m

2 7 2
Chcemy obliczy¢é P(m,n), czyli prawdopodobienistwo, ze po n krokach czasteczka
przemiesci sie o m punktéw kratowych wzgledem potozenia poczatkowego xg.
Przy kazdym skoku mamy dwie réwnoprawdopodobne mozliwosci ruchu.
Zatem wszystkich mozliwych realizacji n krokéw jest 2™ i kazda ma takie samo
prawdopodobienistwo zaistnienia. Aby po n krokach znalezé sie¢ w pozycji m,
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