Dane kierunkowe Przemystaw GRZEGORZEWSKI*

* Wydzial Matematyki i Nauk W wielu dziedzinach nauki mozna wskazaé sytuacje, w ktérych pomiary maja
é@;‘;’;’;‘;ﬁ;ﬁ;"c}‘ Politechnika postaé kierunkéw lub katéw — zaréwno w dwéch, jak i w trzech wymiarach.

Przykladowo, biolog moze by¢ zainteresowany badaniem kierunkéw sezonowego
przemieszczania si¢ ptakéw wedrujacych lub niektérych gatunkéw ryb
(np. lososia) badz kierunkami migracji zwierzat wywolanych okreslonymi
bodzcami srodowiskowymi. Geolodzy mierzg kierunki uskokéw, spekan oraz
szczelin w skatach w celu okreslenia przebiegu deformacji tektonicznych,
rozkladu naprezen czy orientacji warstw skalnych. Ortopede oceniajacego stan
pacjenta powracajacego do zdrowia po kontuzji interesuje kat zgiecia kolana.
Natomiast ekolodzy mierzg dominujacy kierunek wiatru na danym obszarze, by
wyciagna¢ wnioski dotyczace rozprzestrzeniania sie zanieczyszczen.

Whnioskowanie na podstawie danych tego typu, okreslanych mianem

danych kierunkowych, wymaga stosowania metod i modeli rézniacych

sie od standardowych sposobdéw analizy danych jednowymiarowych lub
wielowymiarowych, jakie znamy z klasycznych podrecznikow statystyki.

W niniejszym artykule zaprezentujemy kilka przyktadowych probleméw, ktére
pozwolg dostrzec specyfike danych kierunkowych.

Dane kierunkowe na plaszczyznie przyjeto sie przedstawiaé jako punkty lezace
na okregu jednostkowym lub, réwnowaznie, za pomoca kata, w zwiazku z czym
tego typu dane okresla si¢ czasem mianem danych kotowych lub cyrkularnych
(ang. circular data).

Pierwszym krokiem analizy danych jest zwykle préba ich zwiezlego opisu,

a w szczegolnosci wyznaczenie podstawowych charakterystyk liczbowych
dostepnego zbioru obserwacji, takich jak wartos¢ ,typowa” (przecietna, $rednia)
czy tez miara rozrzutu. Nie inaczej jest w przypadku danych kierunkowych.
Zacznijmy od wyznaczenia Sredniego (centralnego, preferowanego) kierunku

dla danego zbioru obserwacji.

Przyklad 1. Wyobrazmy sobie dwa klucze ptakéw lecace w kierunkach P i Ps,
wskazanych na rysunku 1. Zalézmy, przyjmujac standardowy sposob okreslania
katéw w matematyce (tzn. z kierunkiem wschodnim jako kierunkiem zerowym

i zwigkszaniem kata przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara), ze owe dwa klucze
ptakdéw lecialy pod katem 10° i 350°. Gdyby usrednié¢ zaobserwowane kierunki
lotu ptakow za pomoca Sredniej arytmetycznej, otrzymalibySmy w wyniku
%(100 + 350°) = 180°, czyli kierunek zachodni (zaznaczony na rys. 1), podczas
gdy nasze obserwacje ewidentnie wskazuja na wschéd. Nietrudno zauwazy¢, ze
gdyby katy okreslal przyrodnik, przyzwyczajony do przypisywania im wartosci
zgodnie z ruchem wskazowek zegara, poczawszy od péinocy, to wedtug niego
mieliby$Smy do czynienia z kluczami lecacymi pod katem 80° i 100°, i érednia
arytmetyczna wskazalaby 90°, czyli spodziewany kierunek wschodni (rys. 2).

7 niniejszego przyktadu nie nalezy jednak pochopnie wysnuwaé wniosku, ze
przyrodnicy lepiej okreslaja sredni kierunek lotu ptakéow niz matematycy. Gdyby
bowiem punkty P; i P zostaly obrécone o 90° przeciwnie do ruchu wskazdwek
zegara, to Srednia arytmetyczna wyznaczona przez matematyka wyniostaby 90°,
Py wskazujac kierunek zgodny z intuicja, w przeciwienstwie do przyrodnika, ktory
otrzymaltby wskazanie na potudnie.

Rys. 1

P

W rozwazanej sytuacji tatwo jest oceni¢, ktéry wynik wydaje sie poprawny,
Rys. 2 a ktory jest ewidentnie sprzeczny z oczekiwaniem. Ogdlnie rzecz biorac, sytuacja
nie musi by¢ az tak oczywista, co pokazemy w kolejnym przyktadzie.

Przyklad 2. Na rysunku 3 zaznaczono kierunki poruszania sie czterech zétwi
po wykluciu sie z jajek. Zalézmy, ze i tym razem chcieliby$my wyznaczy¢ $redni
kierunek poruszania sie zotwi. Jesli przyjaé ,,matematyczny” sposéb okreslania
katéw, to owe cztery zotwiki wedrowalyby w kierunkach: 20°, 150°, 220° i 330°,
ktore po podstawieniu do wzoru na $redniag arytmetyczng wskazalyby 180°,

tj. kierunek zachodni. Gdyby ostatnie dwa kierunki okresli¢ katami ujemnymi,
tzn. —140° 1 —30°, to érednia przyjetaby wartosé¢ 0°, odpowiadajaca kierunkowi
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Rys. 3

O zaletach i wadach réznych rodzajéw
$rednich pisaliSmy w Aéom-

W szczegblnym przypadku, gdy
rozwazany punkt pokrywa sie

z poczatkiem ukladu, tj. » = 0, kierunek o
nie jest zdefiniowany.

Yy

4399 WeY EEREREEER:

Rys. 4. Wspoélrzedne prostokatne
i biegunowe

wschodniemu. Jednoczesnie, gdyby katy okreslal przyrodnik — zgodnie z ruchem
wskazéwek zegara, poczawszy od pdlnocy, to wedlug niego mielibysmy do
czynienia z nastepujacymi obserwacjami: 70°, 120°, 230° i 300°, ktére po
podstawieniu do wzoru na $rednia arytmetyczna dalyby 180°, czyli wynik
wskazujacy tym razem kierunek potudniowy. A gdyby nasz przyrodnik wyrazit
dwie ostatnie obserwacje za pomoca ujemnych wartosci kata, tzn. —130° i —60°,
to érednia arytmetyczna bytaby réowna 0°, wskazujac pdinoc.

Mamy nadzieje, iz przytoczone dwa przyklady przekonaty Czytelnikow, ze
$rednia arytmetyczna, mimo swoich wielu dobrych wtasnoéci, nie nadaje

sie do uéredniania danych kierunkowych: nie tylko dlatego, ze daje nieraz
wyniki sprzeczne z intuicja, ale réwniez z tego powodu, ze jej wskazania

sa uwarunkowane przyjetym arbitralnie punktem odniesienia (kierunek
zerowy) oraz sposobem nadawania wartosci katom. Zastandéwmy sie zatem, jak
wyznaczaé ,typowy” ($redni, przecietny) kierunek?

Jak widaé¢, dane kierunkowe (na plaszczyZnie) moga by¢ reprezentowane jako
punkty na okregu lub jako katy. Pozycja kazdej obserwacji moze by¢ wiec
jednoznacznie okreslona przez dwie wspolrzedne. I mozna to zrobié¢ np. na
nastepujace dwa sposoby. Przyjmujac uktad wspétrzednych prostokatnych
wyznaczonych przez dwie prostopadte osie X i Y, z poczatkiem w punkcie O
(tj. w érodku okregu), usytuowanie danego punktu P zapiszemy jako P = P(x,y),
gdzie z i y beda rzutami prostokatnymi tego punktu, odpowiednio, na osie X

i Y. Zarazem miejsce polozenia punktu P mozna okresli¢ w tzw. wspolrzednych
biegunowych, podajac jego odlegtosé r od érodka okregu (tzw. promienn wodzacy)
oraz kat a miedzy odcinkiem OP a wybrana osia (z reguly osia X). Obie
reprezentacje sa wzajemnie réwnowazne, tzn. wspéirzedne biegunowe mozna
przeksztalcié na prostokatne i na odwrét (por. rys. 4). W szczegdlnosei, znajac
wspolrzedne biegunowe punktu P = P(r,«), gdzie r > 0, a € [0, 27), wsp6irzedne
prostokatne tego punktu wyznaczamy ze wzoréw

T =Tcosq,

Yy =rsina.
Z kolei dla punktu P o wspolrzednych prostokatnych (x,y) promien wodzacy
tego punktu dostajemy z twierdzenia Pitagorasa, otrzymujac r = /22 + 32,

natomiast warto$é¢ kata o wyznaczamy z odpowiednio dostosowanej funkcji arcus
tangens.

W analizie danych kierunkowych wygodnie jest czasem postrzegaé dang
obserwacje jako wektor o poczatku w punkcie O i koncu w punkcie P lub,

w ukladzie biegunowym, jako pare uporzadkowana (r,a). A poniewaz w analizie
danych kierunkowych interesuje nas kierunek, a nie dtugo$é wektora, wiec
przyjmujemy, ze rozwazane wektory maja dtugosé jednostkowa (czyli r = 1).
Tym samym przeksztalcenie wspolrzednych biegunowych na prostokatne wyraza
sie nastepujaco: (1,a) < (x = cosa,y = sina).

Powréémy teraz do zagadnienia usredniania danych kierunkowych. Zatézmy, ze
mamy do czynienia z n-elementows prébka danych kierunkowych Py, ..., P,.
W $wietle tego, co powiedziano powyzej, mozemy mysle¢ o tych obserwacjach
jak o zbiorze odpowiadajacych im katow o, ..., a,. Po przeksztalceniu
wspolrzednych z biegunowych na prostokatne nasza prébke bedziemy mogli
zapisaé¢ w postaci (cosaq,sinay),. .., (cosay,sinay,).

Utworzmy teraz nowy wektor o wspélrzednych otrzymanych przez usrednienie,
odpowiednio, pierwszych i drugich wspotrzednych wektorow tworzacych nasza
probke. Tym sposobem otrzymamy tzw. wektor Sredni o wspélrzednych

1 n 1 n
* T,y)=|— Sy, — inao; |.
(%) (Z,7) (n;c%a n;sma)

Jest to oczywiscie srodek ciezkosci wielokata o wierzchotkach w punktach
(cosaq,sinay),. .., (cosay,sin o, ). Srednig kolowa @ definiujemy teraz jako
katowa wspoirzednag biegunowa wektora (%, 7). Oznacza to réwniez, ze jesli

5


https://www.deltami.edu.pl/media/articles/2014/12/delta-2014-12-w-krainie-srednich.pdf

P

Ps

Rys. 5. Kierunki poruszania si¢ zélwi
i wyznaczona Srednia kolowa @. Biaty
punkt odpowiada punktowi (T, ), czyli
$rodkowi cigzkosci wielokata P; Py P3Py

Polecamy Czytelnikowi zastanowienie sig,
dlaczego w tym wypadku $rednia kotowa
wynosi doktadnie 300°.

Rys. 6. Oryginalne dane kierunkowe
oznaczone sg na szaro, a dane po
obréceniu o kat C' — kolorem. Wektor
$redni réwniez ulega obréceniu o kat C,
wiec o tyle zmienia si¢ srednia kolowa

Rys. 7

(Z,75) = (0,0), to érednia koltowa nie jest dobrze zdefiniowana (i jest tak tylko
w tym przypadku).

Przyktad 2 (c.d.). Przekonajmy sie, jaki wynik otrzymaliby$my, podstawiajac
dane z przyktadu 2. Przypomnijmy, ze nasza probka sktada sie z czterech
punktéw opisanych katami: 20°, 150°, 220° i 330°. W pierwszym kroku
przeksztalcamy wspoélrzedne obserwacji z biegunowych na prostokatne

i dostajemy

(cos(20°),sin(20°)) ~ (0.94,0.34),
(cos(150°),sin(150°)) ~ (—0.87,0.5),
(cos(220°),sin(220°)) ~ (—0.76, —0.64),
(cos(330°),sin(330°)) ~ (0.87, —0.5).

Otrzymane w poprzednim kroku wartosci podstawiamy do wzoru (%)) na
wspOlrzedne wektora $redniego: (Z,7) ~ (0,043, —0,075). Poniewaz T > 0 oraz
¥ < 0, wiec kierunek tego wektora mozemy wyznaczy¢ nastepujaco:
a =27 — arctg (y|) = 300°
T

Nasza probke wraz z wyznaczonym kierunkiem érednim (zaznaczonym kolorem
czerwonym) pokazuje rysunek 5.

W kontekscie klopotéw omawianych w przykladach 1 i 2 warto byloby przekonaé
sie, czy $érednia kolowa dla danego zestawu danych zalezy od wyboru kata
zerowego lub od przyjetego kierunku obrotu.

Twierdzenie 1. Srednia kolowa @ wyznaczona na podstawie obserwacji
kierunkowych danych kgtami (aq, ..., a,) ma nastepujace wilasnosci:

(a) jesli a; =g dlai=1,...,n, to @ = ay,

(b) dla dowolnego C Srednia kgtowa @ zbioru obserwacji (an + C, ... an + C)
jest rowna @ + C,

(¢) $rednia kgtowa @ zbioru obserwacji (o), ..., al), gdzie o = 2w — «ay, jest
rowna 2m — .

Zanim przejdziemy do uzasadnienia powyzszego twierdzenia, zastandéwmy

sie nad interpretacja poszczegdlnych wlasnoscei (a)—(c). Pierwsza z nich

to idempotencja typowa dla funkcji uéredniajacych, w mysl ktérej érednia
wyznaczona dla zbioru identycznych wartosci jest rowna tejze wartosci.
Wiasnosé (b) méwi, ze Srednia kolowa jest ekwiwariantna wzgledem przesuniecia,
tzn. ze jesli wszystkie katy w zbiorze danych zostana przesuniete o pewna

stala warto$é C', to srednia katowa @ réwniez zostanie przesunieta o te sama
wartos¢ C, a tym samym $rednia kotowa nie zalezy od wyboru kata zerowego.
Wreszcie warto$é (c) oznacza, ze $rednia kolowa jest ekwiwariantna wzgledem
zmiany kierunku obrotu przyjetego do okreslania wartosci kata.

PrzejdZmy do uzasadnienia. Wlasno$é (a) jest oczywista i wynika wprost

z idempotencji Sredniej arytmetycznej. Pozostate wtasnosci sg naturalna
konsekwencja zachowania sie $rodka ciezkosci przy zastosowaniu podstawowych
przeksztalcenn geometrycznych. Punkt (b) wynika z tego, ze po obréceniu
wszystkich wektoréw jednostkowych tworzacych prébke o dany kat C' wokol
poczatku ukladu wspéirzednych, wektor Sredni (czyli $rodek ciezkosci
wyznaczonego przez te wektory wielokata) ulegnie temu samemu obrotowi

(rys. 6). Punkt (c) ma dokladnie te sama interpretacje, przy czym tutaj zamiast
obrotu rozpatrujemy odbicie symetryczne wzgledem osi OX (rys. 7).

Nalezy zaznaczy¢, ze wlasnosci opisane w twierdzeniu |1| posiada réwniez $rednia
arytmetyczna liczb rzeczywistych. Jednak srednia kotowa nie posiada pewnych
wlasno$ci éredniej arytmetycznej. Przyktadowo, w przypadku n obserwacji
roztozonych réwnomiernie na prostej ich $rednia arytmetyczna jest réwna
wartosci sSrodkowej obserwacji, gdy n jest nieparzyste, lub Sredniej arytmetycznej
z dwoéch srodkowych obserwacji, gdy n jest parzyste. Tymczasem dla zbioru
obserwacji rozlozonych réwnomiernie na okregu $rednia kotowa nie istnieje, gdyz
ze wzgledu na symetrie konfiguracji wektor sredni jest wektorem zerowym.
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Porownujac niektére wlasnosci éredniej arytmetycznej

i Sredniej kotowej, warto przywolaé¢ pewna ceche, dzigki
ktérej srednia arytmetyczna jest postrzegana jako
wielko$¢ dobrze reprezentujaca dany zbiér obserwacji
na prostej. Ot6z, jak wiadomo, Srednia arytmetyczna
minimalizuje sume kwadratéow réznic od poszczegdlnych
obserwacji. W prosty sposob wynika to z nastepujacej

tozsamosci:
n n

1 n
x;—a)= x;—T)2+n f—a2, gdzie T=— T,
;( ) ;( )" +n(T—a) - ;
ktorej weryfikacje pozostawiamy Czytelnikom. Czy
tego typu zwiazek istnieje dla danych kierunkowych

i Sredniej kotowej? Okazuje sig, ze tak, tyle ze kwadrat
odlegtosci euklidesowej trzeba zastapié przez tzw.
odleglosé kosinusowa, dana wzorem d(a, ) =

1 —cos(a — B).

Odlegtosé¢ kosinusowa d(a, 8) przyjmuje najmniejsza warto$é réwng 0
tylko, jesli @ = . Nalezy jednak zaznaczy¢, ze odleglo$é kosinusowa

nie spelnia nieréwnosci tréjkata, nie jest zatem odleglosciag w ogdlnym,
matematycznym rozumieniu.

Prawdziwe jest bowiem nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2. Niech o bedzie Srednig kolowg
wyznaczong na podstawie obserwacji kierunkowych
danych kgtami (aq, ..., o). Wowczas

n

@ = arg mingeg o) Z [1— cos(a; — B)].

i=1
Uzasadnienie, wykorzystujace réwnosé cos(a — ) =
cos acos 3 + sin asin B oraz podstawowy rachunek
rézniczkowy, ponownie pozostawiamy Czytelnikom.

Do tej pory koncentrowaliSémy si¢ na $redniej kotowej,
czyli kierunku wektora $redniego (Z,7). Rozwazmy teraz

jego dtugosé R = /72 + 5. Okazuje sie, ze ma ona
ciekawa interpretacje, stanowiac przydatny miernik

skoncentrowania danych wokot sredniej katowej. Jak
juz zauwazyliSmy, w przypadku danych roztozonych
réwnomiernie na okregu mamy R = 0, co nie dziwi,
gdyz w tym przypadku nie istnieje Srednia kolowa,

a wiec trudno byloby oczekiwaé¢ skoncentrowania
obserwacji wokot tej sredniej. Z kolei dla zbioru
identycznych wartosci otrzymujemy R = 1, czyli
maksymalna mozliwg wartos¢ tego parametru, co
réwniez nie dziwi, bowiem wszystkie obserwacje sa
rowne éredniej kotowej. Dla przypadkéw posrednich
miedzy calkowita koncentracja wokot sredniej kotowej
a brakiem owej koncentracji wielko$¢ R przyjmuje
wartosci z przedziatu (0, 1). Przykladowo, dla danych

z przykladu 1 mamy R = 0,9848, co potwierdza ich
duze skoncentrowanie wokoét kierunku Sredniego, zas dla
obserwacji z przykladu 2 otrzymujemy R = 0,0875, co
oznacza bardzo mala koncentracje wokdt sredniej kolowej.

W analizie danych kierunkowych wykorzystuje sie
rowniez wielkosé

V=1-R,
bedaca miara rozrzutu, ktéra jest traktowana jako
odpowiednik wariancji prébkowej i bywa nazywana
wariancja kolowg. W przeciwienstwie do klasycznej
wariancji prébkowej V' jest miara unormowang, tzn.
taka, ktorej najwieksza mozliwa wartosé to 1,
przy czym wartosci V' bliskie zeru oznaczaja mate
rozproszenie, podczas gdy wartosci bliskie 1 swiadcza
o duzym rozrzucie obserwacji.

Na zakoniczenie dodajmy, ze poruszone w niniejszym
artykule zagadnienia dotycza jedynie wstepnego

opisu danych kierunkowych, ktorych dalsza i bardziej
zaawansowana analiza pozwala wyciagac¢ ogdlne wnioski
na podstawie dostepnych obserwacji. Ale to jest juz
material na odrebna opowiesé.

i Z.adania

Przygotowat Dominik BUREK

M 1816. Czy istnieje taki wielomian P stopnia 2025, ze dla dowolnej liczby
rzeczywistej x spelniona jest rownosé

P(z)+P(l—=x)=17

M 1817. Wyznaczy¢ liczbe 2025-cyfrowych liczb podzielnych przez 22925,
ktérych cyfry naleza do zbioru {2,3,4,5,6,7}.

M 1818. Kwadratowsa, plansze o wymiarach 10 x 10 podzielono na 25 kwadratéw
2 x 2. Nastepnie plansze wypelniono kostkami domina (prostokatami 1 x 2
ulozonymi pionowo lub poziomo). Jaka jest najmniejsza liczba kostek domina,
ktére moga znajdowaé sie wewnatrz kwadratow 2 x 2 z podziatu?

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1119. W szczelnym kontenerze o stalej pojemnosci (sztywne metalowe $ciany)
V =10 m? znajduje si¢ powietrze pod ci$nieniem 1 atmosfery, pg = 101 - 10® Pa,
w temperaturze Ty = 273 K (0°C). Ile ciepla potrzeba do ogrzania powietrza

w kontenerze do temperatury 7' = 293 K? Stala gazowa R = 8,31 J/(mol-K).

F 1120. Naczynie w ksztalcie pionowego walca o wewnetrznym promieniu R
ma u podstawy kolowy otworek o promieniu r. Jak predkos¢ wyplywu wody
z naczynia zalezy od wysokosci h jej powierzchni nad odplywem (dolnym

Rozwigzania na str. 24
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otworkiem)? Przyspieszenie ziemskie wynosi g.



