Magia rytmu

Jarostaw GRYTCZUK*

Rytm ma w sobie co§ magicznego, sprawia nawet, zZe wierzymy, iz wzniostosé jest w naszym posiadaniu.

* Wydzial Matematyki i Nauk
Informacyjnych, Politechnika
Warszawska

W rzeczywistosci Per Ngrgard wymyslit
najpierw ciag liczbowy:
0,1,-1,2,1,0,-2,3,-1,2,0,1,2,—1,...,
bedacy splotem dwéch ciagéw, ktére sa
prostymi przeksztalceniami wyjSciowego
ciggu. Pierwszy powstaje przez inwersje,
czyli zastgpienie wyrazéw wyjsSciowego
ciaggu elementami do nich przeciwnymi:
0,—1,1,-2,-1,0,2,—3,..., drugi za$
powstaje w wyniku dzialania translacji,
czyli przez dodanie 1 do kazdej

z pierwotnych liczb: 1,2,0,3,2,1, —1,4,...
Kopie te przeplataja si¢ naprzemiennie,
tworzac oryginalny ciag. Nie byl on znany
wczesniej w matematyce. Kompozytor
stosuje go czesto w swoich utworach jako
linie melodyczng, ale takze jako
hierarchiczng strukture harmoniczna.
Paradiddle N powstaje przez zastgpienie
liczb parzystych literg P, a nieparzystych
literg L.

Dla zilustrowania twierdzenia Prouheta
spéjrzmy na czwarty cigg kolekcji,
PLLPLPPL. Wyznacza on dwa zbiory liczb
odpowiadajace pozycjom dwoch liter,

P ={1,4,6,7}i L ={2,3,5,8}. Zbiory te
maja nie tylko réwne sumy:
1+44+6+7=2+3+5+ 8, ale takze
réwne sumy kwadratéw:

12 +42 462+ 72 =224+ 32+ 52+ 8%. Dla
nastgpnego ciggu analogiczne zbiory maja
nie tylko réwne sumy i réwne sumy
kwadratéw, ale takze réwne sumy
szescianéw! I tak dalej. ..

Dowdéd twierdzenia Thuego nie jest
trudny. Mozna go przeprowadzié,
wykorzystujac fraktalne
samopodobienstwo ciggu N. Zauwazmy,
ze hipotetyczna nakladajaca si¢ para
identycznych segmentéw musiataby
zawiera¢ na poczatku segment postaci
S = zAx Az, gdzie A jest segmentem,

a x pojedyncza litera. Zakladajac, ze

S jest najkrétszym takim segmentem
wystepujacym w N, wystarczy rozwazy¢
dwa przypadki odpowiadajace réznym
parzystoéciom dlugosci segmentu A.
Oba prowadza szybko do sprzecznoci.

— Johan Wolfgang von Goethe
Paradiddle Ngrgarda

Podreczniki do nauki gry na perkusji zawieraja serie ¢wiczen z nutami
podpisanymi literami P i L. Oznaczaja one uderzenia odpowiednio prawa i lewg,
reka. Sa to tak zwane paradiddle — rutynowe ¢wiczenia perkusisty stanowiace
element codziennego treningu niezbednego do osiagniecia odpowiedniej
sprawnosci technicznej.

Paradiddle P L L P L PP L L P P L P L L P

Jedno z najbardziej wyrafinowanych paradiddle wynalazl duriski kompozytor
Per Ngrgard w latach siedemdziesiatych ubieglego wieku. Jest to wladciwie
cata kolekcja coraz dtuzszych ciagdéw prowadzacych do jednego nieskonczonego
paradiddle. Kolejny wyraz kolekcji powstaje przez sklejenie wyrazu poprzedniego
z jego ,lustrzana’” kopia, w ktorej litery P i L zamienily si¢ wzajemnie miejscami,
niczym rece perkusistki ¢wiczacej przed lustrem:

P,PL, PLLP, PLLPLPPL, PLLPLPPLLPPLPLLP, ...

Na przyktad czwarty wyraz kolekcji PLLPLPPL sktada si¢ z wyrazu poprzedniego,
PLLP, i jego lustrzanej kopii, LPPL. Mozna go takze otrzymac¢ poprzez
naprzemienne przetasowanie tych kopii: PLLPLPPL. Nieskonczone paradidle
Ngrgarda stanowi zatem rodzaj rytmicznego fraktala bedacego naprzemiennym
splotem dwéch kopii samego siebie — wiernej i lustrzane;j:

N = PLLPLPPLLPPLPLLPLPPLPLLPPLLPLPPL...

Swéj wynalazek Per Norgard stosowal w wielu kompozycjach, z ktérych
najstawniejszg jest chyba suita I Ching na perkusje solo, dedykowana durniskiemu
wirtuozowi tego instrumentu Gertowi Mortensenowi. Nie jest to zatem tylko
wprawka dla perkusistow, lecz ztozona struktura rytmiczna, ktérej muzyczna
realizacja wymaga nie lada kunsztu. Jej psychodeliczny urok fascynuje zreszta
nie tylko muzykdéw.

Twierdzenia Thuego

W istocie cigg N pojawil sie w matematyce juz w polowie dziewietnastego
stulecia w pracy francuskiego matematyka Fugeéne’a Prouheta, ktéra traktowala
o pewnym problemie rozkladania liczb naturalnych na sumy poteg. Jako
osobny obiekt studiow matematycznych zostal na nowo odkryty na poczatku
dwudziestego wieku przez norweskiego matematyka Axela Thuego. Ten wybitny
specjalista teorii liczb dostrzegt czysto kombinatoryczne piekno ciagu N
przejawiajace sie w takiej oto niesamowitej wlasnoéci: Zadne dwa nakladajgce sie
segmenty ciggu N nie sg identyczne. Na przyklad zaznaczone ponizej segmenty,
PPLLPP i PPLPLL, réznia si¢ na trzech ostatnich pozycjach:

N = PLLPLPPLLPPLPLLPLPPLPLLPPLLPLPPL...

Konsekwencja tej wlasnoéci jest to, ze zadne trzy sasiadujace segmenty w ciagu
N nie moga by¢ identyczne:
N = PLLPLPPLLPPLPLLPL PLLPPLLPLPPL. ..

Ciag N jest zatem wielce ,niepowtarzalny” — po wystapieniu obok siebie
dwoéch identycznych segmentéw nastepny jest zawsze inny. Prawdziwy koszmar
perkusistéw. . .

Nasuwa sie naturalne pytanie: czy istnieje nieskoniczone paradiddle, w ktérym
dwa sasiadujace segmenty sa zawsze réozne? Zauwazmy, ze kazdy ciag dtugosci
cztery zbudowany z dwoch liter albo zawiera bezposrednie powtérzenie
pojedynczej litery, PP lub LL, albo ma postaé¢ PLPL lub LPLP. A zatem jezeli
chcemy uniknaé¢ powtarzajacych sie obok siebie segmentéw, to musimy
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Twierdzenia Thuego zostaly opublikowane
w dwéch pracach, w roku 1906 i 1912,

w malo znanym czasopi$mie. Przez wiele
lat pozostawaly niezauwazone. Byly
zreszty odkrywane niezaleznie przez wielu
badaczy w rozmaitych kontekstach
(uktady dynamiczne, teoria grup, turnieje
szachowe, zagadnienia sprawiedliwego
podziatu etc.). Obecnie uznaje si¢ je za
poczatek kombinatoryki na stowach —
obszernej dziedziny o licznych
zastosowaniach i powigzaniach z réznymi
dzialami matematyki i informatyki,

a takze biologii obliczeniowej.

W listowym kolorowaniu grafu dziejg sie
rzeczy dziwne. Przypusémy, ze graf G da
si¢ poprawnie pokolorowaé¢ dwoma
kolorami. Kto$ przydzielil wierzchotkom
palety koloréw, po sto w kazdej. Czy
mozemy mie¢ pewno$¢, ze uda nam si¢
poprawnie pokolorowaé graf G,
wybierajac kazdemu wierzchotkowi kolor
z jego palety? Okazuje sig, ze w wielu
przypadkach odpowiedz jest negatywna —
istnieja rozmieszczenia palet (z dowolnie
duzg liczbag koloréw) tak zlosliwe, ze jest
to niewykonalne!

Wybierzmy zbiér punktéw na
plaszczyZnie, a nastepnie polaczmy
niektére pary punktéw odcinkami tak,
aby zadne dwa odcinki nie krzyzowaly sig,
czyli aby ich wnetrza byly rozlaczne.
Klasa tak uzyskanych graféw to grafy
planarne znane ze slynnego problemu
czterech barw. Inng elegancka
interpretacj¢ geometryczng graféw
planarnych dostaniemy, rysujac na
plaszczyznie kota o dowolnych
promieniach i parami roztagcznych
wnetrzach, ale mogace stykaé sie na
brzegach. Wierzchotki grafu umieszczamy
w $rodkach tych két, laczac krawedziami
te pary srodkéw, ktére odpowiadaja
kotom stycznym. Kazdy taki graf jest
oczywiscie planarny, ale zaskakujace jest
to, ze kazdy graf planarny mozna w ten
sposéb uzyskac.

powiekszy¢ zaséb liter stanowiacych budulec ciagu. Na szczedcie w grze

na perkusji uzywa sie nie tylko rak, ale i nég. W bardziej zaawansowanych
paradiddle wystepuje wraz z literami P i L takze litera S, oznaczajaca uderzenie
w wielki beben wykonane za pomoca stopy.

Juz w roku 1906 Thue skonstruowatl z trzech liter nieskonczony ciag, w ktérym
Zadne dwa sgsiadujgce segmenty nie sq identyczne. Mozna go otrzymac z ciagu
N, odczytujac liczbe wystapien litery L pomiedzy kolejnymi literami P:
N=PLLP L P PLL P P L PLLP L P P L PLLP...
A N N S N N N N N N N
2 1 0 2 0 1 2 1 0 1 2

Podstawiajac 2 =P, 1 =L i 0 = S, dostajemy paradiddle na dwie rece i stope,
w ktérym zaden segment nie powtarza si¢ dwa razy z rzedu:

T = PLSPSLPL SLPSPLSLPLSPSLPLSLPSPLSLPLSPS. ..

Ta wlasnoéé¢ ciggu T wynika wprost z tego, ze w ciagu N nie ma nakladajacych
sie identycznych segmentéw. Na przyklad zaznaczone powyzej segmenty
w ciggu T nie sg identyczne, choé réznia sie jedynie na ostatniej pozycji.

Ciag skladajacy sie z sasiadujacych powtorzen tego samego segmentu nazywamy
repetycjg. Liczba tych segmentéw to krotnosé repetycji. Na przyklad ciagi

PP, PLPL, LPPLPP, PLPSPLPS to repetycje dwukrotne, PPP, PSPSPS, LLSLLSLLS to
repetycje trzykrotne, natomiast PPLSPPLSPPLSPPLS to repetycja czterokrotna.
Nieskonczony ciag okresowy to oczywiscie repetycja o krotnosci nieskoniczonej.
Twierdzenia Thuego orzekaja zatem, ze istnieje nieskonczony ciag binarny bez
repetycji trzykrotnych (ciag N) oraz nieskoniczony ciag ternarny bez repetycji
dwukrotnych, a tym samym bez zadnych repetycji (ciag T').

Odkrycia Thuego, wzmocnione doznaniami muzycznymi, wciaz ekscytuja
badaczy. Pojawiaja sie rozmaite warianty, uogélnienia, nowe problemy otwarte.
Oto prébka zawartosci tego ,,rogu obfitosci”.

Ciagi z list

Problem 1. Niech dany bedzie nieskoniczony ciag zbioréw trdjelementowych
A, As, As, ... Czy z kazdego z nich mozna wybraé element a; € A; tak, aby
nieskonczony ciag ajasas ... nie zawieral zadnych repetycji?

Twierdzenie Thuego odpowiada przypadkowi, kiedy wszystkie zbiory sa
identyczne. Jezeli cho¢ dwa zbiory A; sa rézne, to mamy w sumie wigcej réznych
liter do dyspozycji i wydaje sie, ze utworzenie ciagu bez repetycji powinno by¢
nawet latwiejsze. Jednakze nikt jak dotad nie podal rozwiazania problemu 1

w pelnej ogdlnosci. Znaleziono natomiast rozwiazania pewnych szczegdélnych
przypadkéw. Wiadomo, ze odpowiedz jest pozytywna, jezeli wszystkie zbiory A;
sa czteroelementowe, a takze jezeli sa tréjelementowymi podzbiorami tego
samego zbioru czteroelementowego. Ostatnio podjeta proba sprowadza problem
do komputerowego sprawdzenia skonczonej liczby przypadkéw, ktéra wszakze
jest na tyle duza, ze na ostateczny efekt przyjdzie jeszcze poczekaé.

Powyzszy problem jest analogiem [listowego kolorowania grafu. W zwyklym
kolorowaniu grafu kazdy wierzcholek dostaje kolor z jednej wspdlnej palety
koloréw. W kolorowaniu listowym kazdy wierzcholek ma z géry okreslona wtasna
palete koloréw (liste) i tylko z niej mozna wybieraé kolor, ktérym zostanie
pomalowany. Zachodzi pozorny paradoks — przy réznych paletach mamy w sumie
wiecej koloréw do dyspozycji, wydaje sie zatem, ze kolorowanie grafu tym latwiej
powinno sie udaé¢. Jednak rozmieszczenie palet narzuca pewne ograniczenia,
ktére moga skutkowaé zaskakujacymi trudnosciami. Znane sa przyklady grafow
planarnych z tak podstepnym rozmieszczeniem palet — z czterema kolorami
kazda, ze poprawne kolorowanie nie istnieje, choé, jak wiadomo, w tradycyjnej
wersji cztery kolory wystarczaja.

Repetycje anagramowe

Anagramem stowa (ciagu) jest stowo powstale z niego w wyniku dowolnego
przestawienia liter. Na przyklad BAROK i KORBA s nawzajem swoimi anagramami.
Ciag bedacy sklejeniem dwoch anagraméw tego samego slowa nazywamy
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repetycjq anagramowq. Innymi stowy jest to taki ciag,
ktory mozna rozciaé¢ jednym cigciem na dwie czedci,

z ktérych kazda ma tyle samo wystapien kazdej litery,
na przyktad PLLSSSPLSSLS. Repetycje anagramowe
wielokrotne definiujemy analogicznie do zwyktych
repetycji, jako sklejenie wielu anagraméw tego samego
stowa. Na przyktad KTOTOKKOT jest trzykrotna repetycja
anagramowa.

Stynny matematyk Paul Erd&s zainspirowany
twierdzeniami Thuego zadat takie oto pytanie: Czy
istnieje nieskonczony cigg bez repetycji anagramowych
zbudowany z czterech liter?

Mozna sprawdzié, ze najdluzszy ciag bez repetycji
anagramowych utworzony z trzech liter ma dtugosé
dwanascie. Udowodniono natomiast, ze trzy litery
wystarcza do konstrukeji nieskonczonego ciagu bez
trzykrotnych repetycji anagramowych, a takze ze
istnieja nieskonczone ciagi bez czterokrotnych repetycji
anagramowych zbudowane tylko z dwdch liter.

Pytanie Erdosa pozostawalo bez odpowiedzi przez
wiele lat, az w konicu i ono znalazto pozytywne
rozstrzygniecie. Konstrukcje odpowiedniego ciagu
podal Veikko Keardanen w roku 1992. Jest ona
podobna w duchu do konstrukcji Thuego, lecz bardziej
skomplikowana technicznie (nie obylo sie raczej bez
uzycia komputera). Wlasciwie cigg Kerédnena réwniez
mozna zinterpretowaé jako paradiddle, tym razem
angazujace obie rece i obie nogi perkusistki:

K = SPSHSLSHSPHSHL

Litera H oznacza hi-hat — instrument perkusyjny
skladajacy sie z dwoch talerzy zamocowanych poziomo
na statywie, ktore uderzaja o siebie niczym klaszczace
dlonie na skutek przyciskania lewa stopa pedalu

w statywie. Jezeli poprzednie paradiddle T'i N bytly
wielce ,,niepowtarzalne”; to co powiedzie¢ o tym?

W ciagu K kazde dwa sasiadujace segmenty sa nie
tylko rozne, ale pozostaja rézne nawet po dowolnym
przestawieniu wyrazow w jednym z nich. ..

Gdyby w roli liter obsadzi¢ liczby pierwsze, to w ciaggu majgcym
wlasno$é Erdésa iloczyny wyrazéw dwéch sasiednich segmentéw
nigdy nie beda réwne. Nie oznacza to jednak, ze iloczyn liczb

w zadnym segmencie nie bedzie kwadratem. Mozna wykazaé, ze kazdy
dostatecznie dlugi ciag zbudowany ze skonczonej liczby liter-liczb
zawiera segment o kwadratowym iloczynie wyrazéw. Natomiast

w ciggu liczb naturalnych, 1,2,3,4,5,6,7,8, ..., nie ma zadnego

segmentu (diugosci co najmniej dwa), ktérego iloczyn wyrazéw jest
kwadratem, szeScianem czy tez jakakolwiek wyzsza potega.

Natomiast ciagle bez odpowiedzi pozostaje ponizsze
pytanie.

Problem 2. Niech dany bedzie nieskonczony ciag
zbioréw czteroelementowych Aj, As, As, ... Czy

z kazdego z nich mozna wybra¢ element a; € A; tak,
aby nieskoriczony ciag ajasas ... nie zawieral zadnych
repetycji anagramowych?

Tym razem nie wiadomo, czy odpowiedz jest
pozytywna, nawet jezeli powiekszymy rozmiar
zbioréw A; do dowolnej skonczonej stalej k.
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Repetycje sumacyjne

Ciag liczbowy nazywamy repetycjg sumacyjng, jezeli
jest sklejeniem dwdch ciagéw o rownej liczbie wyrazéw
i rownych sumach. Na przyklad cigg 124232 nie jest
repetycja zwykla ani repetycja anagramowa, ale jest
repetycja sumacyjna. Repetycje sumacyjne wielokrotne
definiujemy podobnie jak poprzednio.

Problem 3. Czy dla jakiejs liczby naturalnej k
istnieje nieskonczony ciag bez repetycji sumacyjnych
o wyrazach ze zbioru {0,1,2,...,k}?

Zauwazmy, ze ciag o wyrazach {0, 1} jest repetycja
sumacyjna wtedy i tylko wtedy, gdy jest repetycja
anagramowa. Wiemy zatem, ze istnieje nieskonczony
cigg binarny bez repetycji sumacyjnych czterokrotnych.
Udowodniono takze, ze istnieje nieskonczony ciag bez
trzykrotnych repetycji sumacyjnych o wyrazach {0, 1,5}.

Repetycje na grafach

Ciag wierzchotkéw vivs ... vy grafu G nazywamy
Sciezkq, jezeli zadne dwa jego wyrazy nie sa
identyczne, a kazde dwa kolejne wyrazy sa potaczone
krawedzig. Kolorowanie wierzchotkow grafu G
nazywamy niepowtarzalnym, jezeli ciag koloréw na
zadnej $ciezce nie zawiera repetycji. Najmniejsza
liczbe koloréw potrzebnych do niepowtarzalnego
pokolorowania grafu G oznaczamy przez 7(G).
Twierdzenie Thuego orzeka na przyklad, ze n(P) = 3,
gdzie P oznacza dowolna $ciezke o co najmniej
czterech wierzchotkach. Ile koloréw potrzeba do
niepowtarzalnego pokolorowania graféw planarnych?

Problem 4. Tle wynosi minimalne k takie, ze
nieréwno$é 7(G) < k zachodzi dla kazdego grafu
planarnego G7

Problem ten zostal postawiony dwadziescia pieé lat
temu. Przez dwadziescia lat nie bylo nawet wiadomo,
czy odpowiedz jest liczba skonczong. Przetom nastapit
pie¢ lat temu, kiedy to udowodniono, ze kazdy graf
planarny spelnia nieréwno$¢ 7(G) < 768. Z pewnoscia
nie jest to optymalne oszacowanie.

Dowéd tego, ze liczba 7(G) ma skonczone ograniczenie w klasie
graféw planarnych, jest do$¢ prosta konsekwencja zaskakujacej
strukturalnej wlasnosci, pozwalajacej zanurzaé je w produkty znacznie
prostszych graféw, podobnych do drzew. Te prostsze grafy daja

si¢ juz wzglednie latwo kolorowaé w stylu Thuego. Ostateczne
kolorowanie dostajemy zatem jako ,produkt” niepowtarzalnych
kolorowan prostszych sktadnikéw. Stad ograniczenie na liczbe

koloréw 768 = 3 - 4 - 64. Wiecej szczegéléw mozna znalezé w artykule:
doi.org/10.19086/aic.12100.

Lamanie rytmu na grafie

Niech k bedzie liczba naturalna i niech 7 (G) oznacza
najmniejsza liczbe koloréw w kolorowaniu wierzchotkow
grafu G bez k-krotnych repetycji na sciezkach.
Oczywiscie m2(G) to ten sam parametr co 7(G).
Twierdzenie Thuego orzeka za$, ze m3(P) = 2 dla
dowolnej sciezki P o co najmniej trzech wierzchotkach.

Hipoteza. Kazdy graf planarny G spelnia nieréwnosé
m2025(G) < 4.


https://www.advancesincombinatorics.com/article/12100-planar-graphs-have-bounded-nonrepetitive-chromatic-number

Jezeli to prawda, to kazdy graf planarny mozna tak
pokolorowaé czterema kolorami, ze wedrujac wzdluz
dowolnej Sciezki, by¢ moze natrafimy na 2024 identyczne
segmenty z rzedu, ale na pewno nie na 2025. Jest

to nieco tagodniejsza wersja hipotezy z roku 2000,
ktéra postulowala silniejsza nier6wnosé magee(G) < 4.
W przysztym roku, a takze prawdopodobnie w wielu
kolejnych latach, ulegnie ona kolejnym ostabieniom.
Obecnie nie wiadomo nawet, czy ma szanse by¢
kiedykolwiek prawdziwa, to znaczy, czy nieréwnosé
7x(G) < 4 moze zachodzié¢, przy pewnym skoriczonym k,
dla wszystkich graféw planarnych G. By¢ moze liczba 4

at Otwarty 3°: Nonszalanckie stowotwdrstwo

w tej nieréwnodci jest zbyt mata, wiadomo jednak, ze nie
mozna jej juz obnizy¢, istnieja bowiem grafy planarne,
w ktorych pojawiaja sie dowolnie dlugie jednobarwne
$ciezki przy dowolnych kolorowaniach trzema kolorami.
Jezeli cztery kolory nie wystarcza do unikniecia repetycji
o dowolnie duzej krotnosci na grafach planarnych, to
moze trzeba uzy¢ w tym celu pieciu, szesciu, trzynastu
albo szedciuset szesédziesieciu szedciu koloréw. . .7 Dla
pewnej liczby r < 768 hipoteza musi by¢ prawdziwa przy
by¢ moze gigantycznym, ale skoriczonym k. Chcialoby sie
pozna¢ najmniejsze takie r, a zaraz potem najmniejsze
takie k, chociaz wlasciwie nie wiadomo po co. ..

Skonczony ciag elementéw danego zbioru ¥ nazywamy stowem nad
alfabetem ¥. O ile nie prowadzi to do niejednoznacznosci, stowo zapisujemy jako

Barttomiej PAWLIK

Politechnika Slaska

konkatenacje elementéw zbioru ¥. Na przyklad stowo (s, ,0,w, 0) nad alfabetem
Y = {%,0,s,w} mozna zapisaé jako stowo.

Rozszerzeniem stowa PS jest stowo PxS, gdzie x jest litera (kazde ze stéw P, S
moze by¢ stowem pustym). Przykladowym rozszerzeniem stowa bak jest bark,
a rozszerzeniem stowa bark jest barek.

Niech X bedzie stowem niepustym. Stowo postaci XX (np. kuskus) nazywamy
kwadratem. Méwimy, ze stowo PXXS zawiera kwadrat XX, natomiast stowem
bezkwadratowym jest takie, ktére nie zawiera zadnego kwadratu. Zatem

matematyka jest stowem bezkwadratowym, a filologia nim nie jest (zawiera

kwadrat lolo).

Dany jest alfabet ¥ (zakladamy, ze jest uporzqadkowany, czyli litery maja —

jak to w alfabecie — pewna kolejnosé¢). Rozwazmy nastepujaca procedure
nonszalanckg: Zaczynamy od stowa pustego Wy = €. W n-tym kroku procedury
tworzymy rozszerzenie W,, poprzedniego stowa W,,_; w nastepujacy sposob: na
koncu stowa W, _; wstawiamy mozliwie najmniejsza litere x taka, ze otrzymane
stowo W,, = W,,_1x jest bezkwadratowe. Jezeli nie jest to mozliwe, to probujemy
wstawiC jak najmniejsza litere tuz przed ostatnia litera naszego stowa. Jezeli to
tez jest niemozliwe, to probujemy wstawi¢ jak najmniejsza litere przed ostatnimi
dwiema literami itd. Reasumujac, w kazdym kroku staramy sie najdalej, jak
tylko mozna, wstawi¢ jak najmniejszg litere, by uzyskaé stowo bezkwadratowe.

Zauwazmy, ze nad alfabetem {a, b} procedura konczy sie szybko:

€ — a — ab — aba.

Kazde rozszerzenie stowa aba zawiera kwadrat, wiec nie sposéb otrzymac

kolejnego rozszerzenia.

Co sie stanie, gdy zwiekszymy alfabet? Dla alfabetu ternarnego {a,b,c}
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poczatkowych kilka stow to
€ - a — ab — aba — abac — abaca — abacab — abacaba —
— abacabca — abacabcac — abacabcacb — -

Czy i w tym przypadku procedura dobiega konca po skonczonej liczbie krokéw?
Nie wiadomo. Teoretycznie nie mozna tego wykluczy¢, poniewaz wiemy, ze
nad alfabetem ternarnym istnieje nieskoniczenie wiele stéow, ktorych kazde
rozszerzenie zawiera kwadrat. Obecnie wiemy réwniez, ze nie ma ani jednego
slowa o tej wlasnosci nad alfabetem 17-elementowym (wiec nad takim alfabetem
procedura nonszalancka nigdy sie nie zakonczy).

A czy istnieja stowa, ktérych kazde rozszerzenie zawiera kwadrat w przypadku
alfabetéw mocy od 4 do 167 Jak powyzej — nie wiadomo.



