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Wydzial Matematyki i Nauk Informacyjnych
Politechniki Warszawskiej powstal w roku 1999, na
bazie istniejacego wczesniej Instytutu Matematyki.
Zwiazane byly z tym nadzieje na rozwdj oraz nowe
mozliwosci. Z perspektywy 25 lat mozna stwierdzié,

ze nie tylko zostaly one spelnione, ale tez przekroczone.

Politechniki Warszawskiej

Duza intensyfikacja i wzrost poziomu badan naukowych,

nowe, atrakcyjne kierunki i specjalnosci studiéw,
wysoka ocena absolwentow przez pracodawcoéw — to
w najwiekszym skrécie bilans tych 25 lat.

Wydzial od poczatku staral si¢ wyjs¢ z dzialaniem
poza swoje mury, zwlaszcza do uczniéw szkoét srednich
i starszych klas podstawowych, traktujac to jako wazna
cze$¢ misji.

Od roku 2000 Wydzial prowadzi Internetowy Konkurs
Matematyczny, skierowany szczegolnie do uczniow

z malych miejscowosci. Gléwna idea to motywowanie
mlodziezy do robienia jak najwiekszej liczby zadan.
Wiadomo, ze z matematyka jest troche jak z tancem —

nie wystarczy znaé kroki i figury — trzeba duzo ¢wiczy¢.

Dobrze skonfigurowany zbiér zadan wigkszosci uczniow
powinien wystarczy¢. Konkurs nie byl pomyslany

jako konkurencja dla Olimpiady, gdzie zadania sa
duzo bardziej wyrafinowane. Tu wystarczy solidne
przygotowanie z materiatu szkoty Sredniej.

Roéwniez w roku 2000 Wydziat zaczal realizowaé
dziatania pod nazwa ,,Zielona Informatyka”,
péiniej ,,Zielona Akcja”. W czasie wakacji studenci

Archipelag mozliwosci
O powstaniu Wydzialu Matematyki i Nauk Informacyjnych (MiNI)

Pierwszy dziekan Wydzialu MiNI PW, w latach 1999-2003

wolontariusze jechali prowadzi¢ zajecia i realizowaé
projekty edukacyjne z dzieémi w wiejskich szkotach.
Chodzilo nie tylko o nauczenie dzieci czego$
konkretnego, ale réwniez o zmniejszenie dystansu,

o przekonanie ich, ze dalsza edukacja i zwigzany z tym
awans sa w ich zasiegu. Po kilku latach akcje przejeta
Polsko-Amerykanska Fundacja Wolnosci i pod nazwa
,Projektor” prowadzi ja na ogromng skale do tej pory.

Inny charakter mial realizowany w latach 2010-2012
projekt o nazwie ,,Archipelag Matematyki”. Tworzony
byl wirtualny $wiat, po ktéorym wedrujac i rozwiazujac
pojawiajace si¢ zagadki o charakterze matematycznym,
uczestnik uzyskiwal dostep do stworzonych w ramach
projektu materialow zawierajacych rézne ciekawostki
matematyczne, problemy i zastosowania. W Archipelagu
powstato ponad 300 filméw, animacji czy gier
matematycznych i innych materiatéw edukacyjnych.

Takich dziatan na Wydziale jest duzo wigcej:
MiNI Akademia Matematyki, Dzien Popularyzacji
Matematyki. .. to tylko niektére przyktady.

Metafora Archipelagu dobrze pasuje do samej
Matematyki — to aktywny sejsmicznie obszar, gdzie
powstaja wcigz nowe wyspy, miedzy ktorymi zachodzi
intensywny przeplyw informacji i wspdlpraca, i ktore
pelne sa zasobéw wykorzystywanych nawet w odlegtych
akwenach.

Zycze Czytelnikom Delty fascynujacych podrézy po tym
Archipelagu.

Wythoff Nim, czyli krétkie warsztaty
z kombinatorycznej teorii gier

* Wydzial Matematyki i Nauk
Informacyjnych, Politechnika
Warszawska

Rafal GORAK*

W pewnym miejscu na skonczonej szachownicy ustawiono hetmana. Dwéch

graczy wykonuje nim ruchy naprzemiennie, a gre przegrywa ten z graczy, ktéry
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Rys. 1. Dostepne ruchy
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ruchu nie moze wykonaé (a jest jego kolej). Jednak aby mieé¢ pewno$é, ze gra
kiedys sie skonczy, dopuszczamy jedynie ruchy w lewo, w doét oraz po jednej

z przekatnych (tyle samo p6l w lewo co w doél). Gra ta nosi nazwe Wythoff Nim,
od nazwiska holenderskiego matematyka Willema Abrahama Wythoffa, ktory na
poczatku dwudziestego wieku ja zaproponowal i badal. Gra ta jest przykladem
szerszej klasy gier kombinatorycznych, tzw. gier bezstronnych (impartial). Sa
to gry, w ktérych gracze wykonuja ruchy naprzemiennie, dostepne ruchy zaleza
jedynie od kolejnoéci graczy, a przegrywa ten, ktéry ruchu nie moze wykonaé —
tak jak w Wythoff Nim. Co wiecej, zakladamy, ze niezaleznie od przebiegu

gry koncza sie w pozycji terminalnej (nie ma remiséw), a liczba wszystkich
mozliwych pozycji jest skoficzona (w skrécie: gra jest skoniczona). Zatem jezeli
bedziemy w dalszej czesci uzywali terminu gra, to wlasnie takie gry bedziemy
mieli na mysli. Naszym celem jest oczywiscie ustalenie strategii wygrywajacej.



Aby tego dokonaé, podzielimy pozycje (czyli pola szachownicy) na dwa rodzaje.
Pozycje P, czyli pozadane, oraz pozycje N, czyli niepozadane. Celem kazdego
gracza bedzie wykonanie ruchu na pozycje pozadane, czyli zwycieskie, a unikanie
pol niepozadanych. Precyzyjna definicja wyglada nastepujaco:

Definicja. Pozycja terminalna w grze to pozycja P (w przypadku Wythoff
Nim lewy dolny rég). Z pozycji P mozliwe sa jedynie ruchy do pozycji N,
a z pozycji N istnieje ruch do pozycji P.

Chwila refleksji pozwala nam stwierdzié¢, ze taki podzial umozliwia jednemu

z graczy rozegra¢ zwycieska partie. Dokladniej, gracz, ktory wykonuje ruch

z pozycji N, ma zwycigska strategie, wykonujac ruch do P. Z kolei ruszajac

sie z P, nigdy do pozycji P nie trafimy, czyli w szczegdlnosci do lewego dolnego
rogu — jedynej pozycji terminalnej. Zatem gracz wykonujacy ruch z pozycji P
nie ma strategii wygrywajacej. Co wigcej, przytoczona tutaj definicja w istocie
pokazuje, jak rekurencyjnie (i jednoznacznie) podzieli¢ pozycje na N i P.
Zrébmy to w sytuacji gry Wythoff Nim na standardowej szachownicy 8 na 8.
Podziatu mozna dokonaé¢ w kilku prostych krokach, zaczynajac od pozycji
terminalnej, jak ukazane jest to na rysunku [2|

Rys. 2. Rekurencyjny podzial na pozycje P i N

Jak widaé¢ na rysunku |2, pozycje pozadane P sa znacznie rzadsze niz pozycje N.
Ostatnia szachownica na powyzszym rysunku daje nam pelen opis strategii
w grze na szachownicy 8 na 8.

(a) Jezeli na poczatku gry hetman jest ustawiony na pozycji P, to pierwszy
7 graczy przegrywa.

(b) Jezeli za$ na poczatku gry hetman jest ustawiony na pozycji N, to pierwszy
7 graczy przesuwa go na pozycje P, i tak za kazdym razem, kiedy jest jego
kolej. Postepujac w ten sposéb, gwarantuje sobie wygrana.

Jezeli kolumny i wiersze bedziemy numerowaé, poczynajac
od 0, to przy pewnym niewielkim wysitku (co pozostawiamy
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Czytelnikowi) mozna wykazad, ze pozycje P sa postaci
(an,an + n) badz symetrycznie (a,, + n,a,), gdzie a, to ciag
spelniajacy nastepujacy wzér rekurencyjny:

ap =0 oraz a, = mex{a;,a; +1i|0<i<n},
w ktérym mex(A4) = min(NU {0} \ A). Przyjrzyjmy sie
wykresowi a,, dla pierwszych 100 wartosci.
Widaé, ze wartosci a,, rosna w sposéb prawie liniowy.
Doktadniejszy rachunek pokazuje, ze lim,, o 5> ~ 1,61803.
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Rys. 3. Wykres a,, dla n < 100

Zdefiniujmy nastepujace zbiory:

A= {|ne]: neNU{0}} oraz

B ={|np|+n: neNU{0}}. Pokaz, ze
AN B = {0} oraz AUB =NU {0}.
Korzystajac z tego faktu, udowodnij
twierdzenie |1}

Nietrudno rozpoznaé, ze jest to ¢ = =522, czyli tzw. zloty
podzial. Mozna wykazaé, ze a,, = |n¢]|, uzyskujac rozwiazanie
nierekurencyjne Wythoff Nim:

80 100

Twierdzenie 1. W grze Wythoff Nim gracz drugi ma strategie wygrywajgcg,
jesli pozycja poczgtkowa jest planszq z hetmanem na pozycji (|ne], [np] +n)
lub (|ng] +n, |nel), dlan € NU{0}. W przeciwnym wypadku gracz pierwszy
ma strategie wygrywajgcg (zwycieski ruch prowadzi na pozycje przedstawionej
wezesniej postact).

Zastandéwmy sie teraz, co wydarzy sie, gdy na planszy rozstawionych zostanie
kilka hetmanéw, a gracze w swojej turze moga poruszy¢ tylko jednego z nich.
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Rys. 4. g(5,6) = mex{0,1,2,3,4,5,7} = 6
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Dla dwéch liczb a, b catkowitych
nieujemnych definiujemy sume¢ Nim a & b
jako xor ich rozwinie¢é¢ binarnych,
wyrazony na powrdt w systemie
dziesietnym. Przyktadowo, chcac policzyé
29 @ 11, najpierw reprezentujemy liczby
w systemie dwéjkowym, czyli 29 = 111012
oraz 11 = 10112, nastg¢pnie

111012
xor 10115
101102.

Poniewaz 101102 = 22, wiec mozemy
zapisaé, ze 29 @ 11 = 22.

Sformulowanie twierdzenia
Sprague’a—Grundy’ego w pelnej ogélnosci
wymaga wprowadzenia poje¢cia sumy gier.
Suma gier kombinatorycznych G + H to
nowa gra, gdzie gracze w kazdej turze
wykonuja ruch tylko w jednej z nich. Gre
przegrywa ten gracz, ktéry nie moze
wykonaé¢ ruchu. W istocie opisana wersja
gry Wythoff Nim z wieloma hetmanami
jest suma gier Wythoff Nim z jednym
hetmanem. Gdy mamy do czynienia

z grami bezstronnymi, skoniczonymi i bez
remiséw, gdzie ostatni wykonujacy ruch
wygrywa, przyjmujemy warto$¢ S-G dla
kazdej pozycji x w G, y w H oraz dla
(z,y), ktéra jest pozycja w G + H, jako
odpowiednio g(z), g(y) i g(z,y). Wtedy
g(z,y) = g(x) @ g(y). Oczywiscie
twierdzenie zachodzi réwniez dla sumy
wiekszej liczby gier.

Rys. 5. Zwycieski ruch z pozycji N na pozycje P

Zadanie. Na trzech stotach rozrzucona zostala pewna ilo§¢ monet. Dwéch graczy moze
naprzemiennie zabiera¢ 1, 2 lub 3 monety, ale tylko z jednego, wybranego przez siebie stotu.
Oczywiscie wyboru stolu gracze moga dokonywac za kazdym razem, gdy wykonujg swéj ruch.
Opisz pozycje pozadane P oraz niepozadane N. Wskaz zwycieski ruch z pozycji, gdzie na
stotach mamy odpowiednio 61, 101 i 15 monet.

Dopuszczamy mozliwosé, ze na jednym polu stoi wiele hetmanéw. Gra konczy
sie, gdy nie mozna poruszy¢ zadnego z nich. Do tej pory pozycje w grze
mogliSmy utozsamiaé¢ z polem, na ktérym stoi hetman. Natomiast jesli na
planszy jest ich wiecej, to méwiac ,,pozycja”, mamy na mysli calyg plansze

z zadanym ukladem. Dla rozréznienia polem P bedziemy nazywac takie pole
szachownicy, ze po ustawieniu tam jednego hetmana odpowiadajaca pozycja
(w grze z jednym hetmanem) jest pozycja P. Analogicznie definiujemy pole N.
Podziatu na pola P i N dokonaliSmy w pierwszej czesci artykutu. W pewnych
sytuacjach strategia wygrywajaca jest latwa do przewidzenia:

(a) Gdy wszystkie hetmany, poza jednym, ustawione sa na polu P, to zwycieza
gracz wykonujacy ruch, mianowicie: przesuwajac hetmana z pola N na pole P.

(b) W grze z dwoma hetmanami, jezeli ustawione sa na tym samym polu (lub
polach symetrycznych), to drugi z graczy ma strategie zwycieska: wystarczy,
ze bedzie kopiowal ruchy przeciwnika.

W pelnej ogdlnosci sam podzial na pola P i N nie wystarczy. Wtedy

w sukurs przychodzi pojecie wartosci Sprague’a—Grundy’ego (w skrécie S-G).
Dokladniej, warto$é S-G g(x) dla pozycji © w grze z jednym hetmanem
definiujemy rekurencyjnie: g(¢) = 0 dla dowolnej pozycji terminalnej,

g(z) = mex{g(y)| z x istnieje ruch do pozycji y}. Postepujac podobnie jak

z wyznaczaniem pozycji P i N, otrzymujemy wartosci S-G dla pozycji w grze
z jednym hetmanem, co ilustruje rysunek |4l

Obserwacja. Wartosé¢ S-G pozycji wynosi 0 wtedy i tylko wtedy, gdy jest to
pozycja P.

Obserwacje te nietrudno udowodnié, i to nie tylko dla Wythoff Nim, ale dla
wszystkich gier kombinatorycznych bezstronnych, skonczonych i bez remiséw.
Zatem warto$ci S-G niosa wiecej informacji niz tylko podzial na pozycje P i N.
Zachodzi bowiem znane klasyczne twierdzenie Sprague’a—Grundy’ego, ktére

w wersji dla gry Wythoff Nim formutuje sie nastepujaco:

Twierdzenie 2. Jezeli n hetmanow zostalo ustawionych na polach

(a1,b1), (az,b2),...(an,by), to wartosé S-G tej pozycji jest réwna

g(a1,b1) ® glag,b2) ® ... D glan,by), gdzie g(a;, b;) to wartosé S-G pozycji

z pojedynczym hetmanem na planszy, na polu o wspélrzednych (a;,b;).

W szczegdlnosci gre wygrywa gracz drugi wtedy i tylko wtedy, gdy wartosé S-G
(czyli wspomniana suma) wynosi 0.

Przykladowo na rysunku [5| mamy hetmany ustawione na pozycjach
o wartosciach S-G 6,9 1 5 (lewa szachownica, korzystamy z rys. 4)).
Poniewaz 6 ® 9 ® 5 = 10, jest to pozycja N. Rzeczywiscie, jesli
przesunaé hetmana z pozycji o wspéirzednych (7,3) na pozycje
(5,1), hetmany stalyby na polach o wartosciach S-G 6,3, 5. Skoro
6 3®5 =0, z twierdzenia |2| otrzymujemy, ze prawa szachownica to
pozycja P.

Okazuje sie, ze wyznaczenie wzoru nierekurencyjnego wartosci
Sprague’a—Grundy’ego dla gry Wythoff Nim jest problemem
otwartym. Podkredlmy, ze opisana tutaj technike mozna zastosowac
jedynie w grach kombinatorycznych, bezstronnych i skonczonych.
Gdybysmy jednak dopusécili dwa rodzaje hetmandw, czarnych i bialych,

a kazdemu z graczy pozwolili porusza¢ jedynie hetmanami w swoim kolorze, to
taka gra nie bylaby bezstronna i do jej analizy potrzebne bylyby inne narzedzia.
Podobnie zmiana warunku zwyciestwa na odwrotny, czyli na zwyciestwo

gracza pozbawionego ruchu, zazwyczaj duzo bardziej komplikuje analize gier
bezstronnych. Zachecamy Czytelnika do dalszych dociekan.

Zadanie. Rozwaz gr¢ Wythoff
Nim z jednym hetmanem

z odwrotnym warunkiem
zwyciestwa. Rozwiaz ja dla
szachownicy 8 na 8.
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