Porownujac niektére wlasnosci éredniej arytmetycznej

i Sredniej kotowej, warto przywolaé¢ pewna ceche, dzigki
ktérej srednia arytmetyczna jest postrzegana jako
wielko$¢ dobrze reprezentujaca dany zbiér obserwacji
na prostej. Ot6z, jak wiadomo, Srednia arytmetyczna
minimalizuje sume kwadratéow réznic od poszczegdlnych
obserwacji. W prosty sposob wynika to z nastepujacej

tozsamosci:
n n
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x;—a)= x;—T)2+n f—a2, gdzie T=— T,
;( ) ;( )" +n(T—a) - ;
ktorej weryfikacje pozostawiamy Czytelnikom. Czy
tego typu zwiazek istnieje dla danych kierunkowych

i Sredniej kotowej? Okazuje sig, ze tak, tyle ze kwadrat
odlegtosci euklidesowej trzeba zastapié przez tzw.
odleglosé kosinusowa, dana wzorem d(a, ) =

1 —cos(a — B).

Odlegtosé¢ kosinusowa d(a, 8) przyjmuje najmniejsza warto$é réwng 0
tylko, jesli @ = . Nalezy jednak zaznaczy¢, ze odleglo$é kosinusowa

nie spelnia nieréwnosci tréjkata, nie jest zatem odleglosciag w ogdlnym,
matematycznym rozumieniu.

Prawdziwe jest bowiem nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2. Niech o bedzie Srednig kolowg
wyznaczong na podstawie obserwacji kierunkowych
danych kgtami (aq, ..., o). Wowczas

n

@ = arg mingeg o) Z [1— cos(a; — B)].

i=1
Uzasadnienie, wykorzystujace réwnosé cos(a — ) =
cos acos 3 + sin asin B oraz podstawowy rachunek
rézniczkowy, ponownie pozostawiamy Czytelnikom.

Do tej pory koncentrowaliSémy si¢ na $redniej kotowej,
czyli kierunku wektora $redniego (Z,7). Rozwazmy teraz

jego dtugosé R = /72 + 5. Okazuje sie, ze ma ona
ciekawa interpretacje, stanowiac przydatny miernik

skoncentrowania danych wokot sredniej katowej. Jak
juz zauwazyliSmy, w przypadku danych roztozonych
réwnomiernie na okregu mamy R = 0, co nie dziwi,
gdyz w tym przypadku nie istnieje Srednia kolowa,

a wiec trudno byloby oczekiwaé¢ skoncentrowania
obserwacji wokot tej sredniej. Z kolei dla zbioru
identycznych wartosci otrzymujemy R = 1, czyli
maksymalna mozliwg wartos¢ tego parametru, co
réwniez nie dziwi, bowiem wszystkie obserwacje sa
rowne éredniej kotowej. Dla przypadkéw posrednich
miedzy calkowita koncentracja wokot sredniej kotowej
a brakiem owej koncentracji wielko$¢ R przyjmuje
wartosci z przedziatu (0, 1). Przykladowo, dla danych

z przykladu 1 mamy R = 0,9848, co potwierdza ich
duze skoncentrowanie wokoét kierunku Sredniego, zas dla
obserwacji z przykladu 2 otrzymujemy R = 0,0875, co
oznacza bardzo mala koncentracje wokdt sredniej kolowej.

W analizie danych kierunkowych wykorzystuje sie
rowniez wielkosé

V=1-R,
bedaca miara rozrzutu, ktéra jest traktowana jako
odpowiednik wariancji prébkowej i bywa nazywana
wariancja kolowg. W przeciwienstwie do klasycznej
wariancji prébkowej V' jest miara unormowang, tzn.
taka, ktorej najwieksza mozliwa wartosé to 1,
przy czym wartosci V' bliskie zeru oznaczaja mate
rozproszenie, podczas gdy wartosci bliskie 1 swiadcza
o duzym rozrzucie obserwacji.

Na zakoniczenie dodajmy, ze poruszone w niniejszym
artykule zagadnienia dotycza jedynie wstepnego

opisu danych kierunkowych, ktorych dalsza i bardziej
zaawansowana analiza pozwala wyciagac¢ ogdlne wnioski
na podstawie dostepnych obserwacji. Ale to jest juz
material na odrebna opowiesé.

i Z.adania

Przygotowat Dominik BUREK

M 1816. Czy istnieje taki wielomian P stopnia 2025, ze dla dowolnej liczby
rzeczywistej x spelniona jest rownosé

P(z)+P(l—=x)=17

M 1817. Wyznaczy¢ liczbe 2025-cyfrowych liczb podzielnych przez 22925,
ktérych cyfry naleza do zbioru {2,3,4,5,6,7}.

M 1818. Kwadratowsa, plansze o wymiarach 10 x 10 podzielono na 25 kwadratéw
2 x 2. Nastepnie plansze wypelniono kostkami domina (prostokatami 1 x 2
ulozonymi pionowo lub poziomo). Jaka jest najmniejsza liczba kostek domina,
ktére moga znajdowaé sie wewnatrz kwadratow 2 x 2 z podziatu?

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1119. W szczelnym kontenerze o stalej pojemnosci (sztywne metalowe $ciany)
V =10 m? znajduje si¢ powietrze pod ci$nieniem 1 atmosfery, pg = 101 - 10® Pa,
w temperaturze Ty = 273 K (0°C). Ile ciepla potrzeba do ogrzania powietrza

w kontenerze do temperatury 7' = 293 K? Stala gazowa R = 8,31 J/(mol-K).

F 1120. Naczynie w ksztalcie pionowego walca o wewnetrznym promieniu R
ma u podstawy kolowy otworek o promieniu r. Jak predkos¢ wyplywu wody
z naczynia zalezy od wysokosci h jej powierzchni nad odplywem (dolnym

Rozwigzania na str. 24

7

otworkiem)? Przyspieszenie ziemskie wynosi g.



ﬁ' Rozwigzanie zadania F 1119.
Powietrze jest mieszanina gazéw dwuatomowych: azotu
(N2) i tlenu (O2). W podanych warunkach oba gazy
doskonale spelniajg réwnania gazu doskonalego. Cisnienie p
w kontenerze jest suma ich ci$nient czastkowych, a wiec
spelnione jest réwnanie:
poV = nRTo,
w ktérym n oznacza sumaryczng liczbe moli azotu i tlenu.
Oba gazy maja takie samo molowe cieplo wlasciwe
w przemianie w statej objetosci: cy = gR. Podniesienie
temperatury gazéow w kontenerze do T' = 293 K wymaga
wiec dostarczenia ciepta @ réwnego:
Q=ncv(T —Tp) = w.
0

Liczbowo: @ = 185 kJ.

—‘& Rozwigzanie zadania F 1120.
Woda jest cieczg niescisliwa, wobec tego predkosé opadania
powierzhni wody v(h) i predkosé jej wyptywu dolnym
otworkiem v(0) zwiazane sa warunkiem wynikajacym
z prawa zachowania masy wody:
wR*v(h) = 7r°v(0).
W opisanych warunkach mozemy z dobrym przyblizeniem
pominaé¢ wplyw lepkoéci wody i postuzy¢ sie¢ réwnaniem
Bernoulliego:
W e o0 ()
2 p 2 P
Przyjelidmy, ze h oznacza wysokos$¢ nad srodkiem otworka,
a p jest gestoscia wody (stala w calym naczyniu), a p(h)
i p(0) oznaczaja ci$nienie na zewnatrz naczynia na
wysokosci h i na poziomie otworka. Podstawiamy zwigzek
v(h) i v := v(0) wynikajacy z réwnania cigglosci do réwnania
Bernoulliego i otrzymujemy:

Ostatecznie otrzymujemy odpowiedz:

_ \/2((p(h) —p(0))/p+ gh)
1—r*/R* '
Zwykle réznica ci$nienn atmosferycznych na wysokosci h
jest zaniedbywalnie mata, i mozna ja pominaé. Stosunek
czwartych poteg promieni tez zwykle jest bardzo maly,
i mozna go pominaé. Oba te przyblizenia prowadza do
znanego wzoru Torricellego: v = v/2gh.

Uwaga: otrzymany wzér opisuje predkos¢ wypltywu w $rodku
otworka. W rzeczywistosci predkosci wyplywu zbiegaja sie¢
nieco w kierunku $rodka otworka, co powoduje zmniejszenie
strumienia wypltywajacej wody w stosunku do wartosci
7120 o czynnik o < 1 zalezny od ksztaltu otworka — i dla
otworka kolowego ten czynnik wynosi a = 0,62, co nalezaloby
uwzgedni¢ w rownaniu ciaglosci.

?ﬁ Rozwigzanie zadania M 1816.
Odpowiedz: Tak.
Wielomian

Px)=(1- -

2026 _ 2026
x) —x

N

spetnia warunki zadania.
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Rozwigzania zadan ze strony |/

i Rozwigzanie zadania M 1817.

Udowodnimy przez indukcje, ze istnieje doktadnie 3™ liczb
n-cyfrowych podzielnych przez 2", ktérych cyfry naleza do
zbioru {2,3,4,5,6,7}.

Dla n = 1 teza jest jasna, w zbiorze {2,3,4,5,6,7} sa tylko
trzy liczby parzyste.

Zal6ézmy, ze teza jest spetniona dla n. Liczbe spelniajaca
zalozenia stwierdzenia nazwijmy dobrg. Rozwazmy

(n + 1)-cyfrowa liczbe dobra i usunimy jej pierwsza cyfre.
Otrzymana liczba n-cyfrowa jest réwniez dobra, gdyz
operacja usuniecia pierwszej cyfry x jest réwnowazna odjeciu
liczby x - 10", ktéra jest podzielna przez 2".

Z drugiej strony, dopisujac z lewej strony cyfre x do dobrej
liczby n-cyfrowej y - 2", dostajemy liczbe

y-2"4+x-10"=2"(y +x-5").

Uzyskana liczba jest (n + 1)-cyfrowa liczba podzielng
przez 2", ktérej cyfry naleza do zbioru {2,3,4,5,6,7}

i ktéra jest podzielna przez 2" wtedy i tylko wtedy, gdy
x + y jest parzyste. Zauwazmy jednak, ze dla parzystej
liczby y jako x mozemy przyjaé jedynie 2, 4 lub 6, a dla
nieparzystego y jedynie 3, 5 lub 7. Oznacza to, ze dobrych
liczb (n + 1)-cyfrowych jest doktadnie 3 razy wigcej niz
dobrych liczb n-cyfrowych.

—‘& Rozwigzanie zadania M 1818.

Odpowiedz: 10.

Rozwazmy kwadraty Ai, As, ..., Ag o wymiarach,
odpowiednio, 1 x 1,3 x 3, ..., 9 x 9, ktérych lewy dolny
rég pokrywa sie z lewym dolnym rogiem planszy. Dla
kazdego z kwadratéw A; (i = 1,3,5,...,9) istnieje kostka
domina X; przecinajaca jego bok (poniewaz kwadraty

o nieparzystym wymiarze nie moga zosta¢ wypelnione
kostkami domina). Latwo zauwazy¢, ze X; lezy woéwczas
wewnatrz kwadratu 2 x 2 z podziatu. Dostali$my zatem
5 kostek domina wewnatrz kwadratéow 2 x 2.

Podobnie, biorac pod uwage kwadraty Bi, Bs, ..., Bg

o wymiarach 1 x 1,3 x 3, ..., 9 X 9, ktérych prawy gérny rég
pokrywa si¢ z prawym gérnym rogiem planszy, znajdujemy
kolejnych 5 kostek domina Y; (j = 1,3,5,...,9) o zadanej
wtlasnosci. Wobec tego najmniejsza mozliwa liczba kostek
domina spetniajacych warunki zadania jest nie mniejsza

niz 10.

Nastepujacy rysunek pokazuje, ze liczbe 10 kostek domina
jestedmy w stanie zrealizowad.




