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Rys. 2. Wykres prezentuje polozenie
czgsteczki (z) w zalezno$ci od czasu (t)
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opis tworzenia wizualizacji, wraz z przykladowym kodem w programie
Mathematica, znajduje sie w [2]. Na rysunkach powyzej prezentujemy

wybrane wizualizacje. Mamy szczera i serdeczng nadzieje, ze te obrazy
przypadna do gustu Czytelnikom Delty i zainspiruja ich do zglebiania

piekna osobliwej geometrii rézniczkowej. By¢ moze niektérzy z Panstwa
skorzystaja z przykladowego kodu napisanego w programie Mathematica,
zamieszczonego w [2], i sami podejma prébe stworzenia wlasnych, niezwyklych
wizualizacji tych tajemniczych geometrycznych zbioréw, odkrywajac jednoczeénie
magie, jaka jest matematyka.
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Ostatnio bardzo popularne staly sie dyfuzory zapachowe, ktéore potrafia

otuli¢ nasza domowsg przestrzen przyjemnymi wonnoéciami i wprawié¢ nas

w dobry nastréj. Ale czy zastanawialiscie sie kiedys$, w jaki sposéb dochodzi

do rozprzestrzeniania sie zapachéw w pomieszczeniu? W przypadku dyfuzoréow
zapachowych nosnikiem zapachu sa patyczki ratanowe, zanurzone w szklanym
pojemniku wypelnionym olejkiem eterycznym (rys. 1). Dzieki porowatej
strukturze patyczkow ciecz jest wchlaniana i przenoszona az do ich wierzcholtkéw,
gdzie olejek zaczyna odparowywaé z powierzchni. Nastepnie czasteczki substancji
zapachowej ulegaja niezliczonym zderzeniom z czasteczkami powietrza. To

je napedza i sprawia, ze rozpraszaja si¢ po pomieszczeniu, a my cieszymy sie
pieknym aromatem. Opisane zjawisko przemieszczania sie substancji z obszaru
o wyzszym jej stezeniu do obszaru o nizszej koncentracji nazywamy dyfuzja.

Zrozumieé dyfuzje

Sprawdzmy, jak rachunek prawdopodobienistwa moze nam pomédc dokladniej
opisaé proces dyfuzji. Wyobrazmy sobie, ze mamy czasteczke perfum

w punkcie zq, ktora porusza sie wzdtuz osi OX i w czasie At > 0 przemieszcza
sie 0 Az > 0 w prawo lub w lewo (rys. 2). Przyjmujemy, ze prawdopodobienstwo
pojscia w prawo/lewo w kazdym kroku wynosi % Jesli n jest liczba skokdw,
jakie wykonala czasteczka, to n = ny + n_, gdzie n to liczba skokéw w prawo,
a n_ to liczba skokéw w lewo. Ponadto t = nAt jest catkowitym czasem jej ruchu.
Natomiast jesli przez x oznaczymy przemieszczenie czasteczki wzgledem punktu
7o, to liczba m = &= wyraza wielko$¢ przemieszczenia w punktach kratowych

i oczywiscie m = ny — n_. Zatem liczby skokéw w prawo/lewo mozemy wyrazié

wzorami:
n+m

2 7 2
Chcemy obliczy¢é P(m,n), czyli prawdopodobienistwo, ze po n krokach czasteczka
przemiesci sie o m punktéw kratowych wzgledem potozenia poczatkowego xg.
Przy kazdym skoku mamy dwie réwnoprawdopodobne mozliwosci ruchu.
Zatem wszystkich mozliwych realizacji n krokéw jest 2™ i kazda ma takie samo
prawdopodobienistwo zaistnienia. Aby po n krokach znalezé sie¢ w pozycji m,
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Rys. 3

Przedstawiona zaleznos$¢ moze zostaé
wyprowadzona ze wzoru Stirlinga:
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Rys. 4. Na rysunku (b) kolorami
wyrézniono fragmenty trajektorii przebyte
w wybranych odcinkach czasu. Zrédto: [1]
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Rys. 5. Zrédto: [1]
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P = (5) i = (3) ey

Na rysunku 3 mozemy zobaczy¢, jakie jest prawdopodobienstwo, ze
przemieécimy sie o m punktéw kratowych po 50 krokach dla parzystych

m spelniajacych |m| < 20. Widzimy, ze najbardziej prawdopodobne jest
przemieszczenie sie o zero punktéw kratowych. Analizujgc analogiczne wykresy
dla wiekszych wartosci n, odnieslibyémy wrazenie, ze podlegaja one pewnej
stabilizacji. Istotnie, matematycznie ta obserwacja wyraza si¢ w nastepujacym

stwierdzeniu: 5
7”.2
P(m,n) ~ y/—e~ 27 dla duzych n i parzystych m.
™m

Wykorzystujac informacje, ze n = ﬁ im= 15, otrzymujemy dyskretna funkcje
rozktadu prawdopodobienstwas:

P( v ! ) ~ P(z,t) = (Az)* Xp{ i } edzie D = (Az)*

Az’ At 4xDt P\ 4Dt 2At
Wprowadzona wyzej funkcja ]5(307 t) jest rozwiazaniem klasycznego réwnania
dyfuzji: 5P A D32p

— =AzD—.
ot Ox?

Cho¢ powyzsze réwnanie jest czesto wykorzystywane w modelowaniu
matematycznym, nie wszystkie zjawiska dyfuzji mozna opisa¢ w ten sposob.

Do tej pory zakladaliSmy, ze przeskok czasteczki odbywa sie w réwnych
odstepach czasu oraz czasteczka pokonuje zawsze te sama odleglto$é. Ponadto
kolejne skoki sg od siebie niezalezne. Co, gdy ktéres z tych zalozen nie zostanie
spelnione? Wéwczas mowimy, ze mamy do czynienia z dyfuzja anomalng.
Dzieje sie tak na przykilad wtedy, gdy czasteczka zatrzymuje sie na pewien
czas, zanim przeskoczy dalej. W takiej sytuacji czasteczki rozprzestrzeniaja sie
wolniej, niz zaktada to klasyczny opis dyfuzji — i méwimy, ze mamy do czynienia
z subdyfuzja. Przyjrzyjmy sie nastepujacemu przykladowi takiej sytuacji.

Blona komérkowa oddziela wnetrze komérki od swiata zewnetrznego

oraz odpowiada za przekazywanie informacji ze $rodowiska do wnetrza
komérki. Transport dyfuzyjny na blonie komoérkowej peini kluczowe funkcje
w przekazywaniu sygnatu i sposobie, w jaki komoérki oddziatuja ze swoim
otoczeniem. Biorac pod uwage, ze btona komérkowa jest pltynna, mozna by
oczekiwaé, ze czasteczki biatek beda szybko dyfundowaé¢ przez blone, tak aby
odpowiednie reakcje mogtly zachodzi¢ jak najsprawniej. Nic bardziej mylnego.

Na poczatku 2005 roku na Uniwersytecie Nagoya w Japonii naukowcy
przeprowadzili nastepujacy eksperyment: sledzili pojedyncza czasteczke biatka
w blonie plazmatycznej zywych komorek. Obrazowanie wideo czasteczek
fluorescencyjnych ujawnito, ze czasteczki te spedzaja stosunkowo dlugi czas
uwiezione miedzy przeszkodami o wielko$ci nanometréw w cytoszkielecie
aktynowym komérki. Symulacje trajektorii ruchu biatka, ktére pokonuje
przeszkode o powierzchni 120 nm?, utworzong przez cytoszkielet komérki,
mozemy zobaczy¢ na rysunku 4a. Eksperymentalne trajektorie bialek w blonie
plazmatycznej zywej komoérki widoczne sg z kolei na obrazku 4b.

Anomalna dyfuzja pojawia sie tez wtedy, gdy czasteczka przez dos¢ dhugi czas
nie zmienia kierunku, w ktérym sie porusza. Wtedy czasteczki rozprzestrzeniaja
sig szybciej, niz przewiduje to klasyczna dyfuzja. Zjawisko takie nazywamy
superdyfuzja. Na rysunku 5 przedstawiona zostala trajektoria ruchu matpki

z rodzaju czepiakéw w lesie na meksykanskim Potwyspie Jukatan. Jak widaé,
poszczegdlne skoki malpki sg réznej dlugosci. Taki proces dyfuzyjny zachodzi
szybciej niz normalna dyfuzja — mamy do czynienia z superdyfuzja.

Subdyfuzja zachodzi rowniez podczas przeptywu elektronéw w potprzewodnikach
amorficznych w kserokopiarce. Z kolei za pomoca superdyfuzji mozna rozsadnie
opisa¢ trajektorie lotu albatroséw. Przykladéw jest wiele, co prowadzi do
jednego wniosku: anomalna dyfuzja w naturze jest normalna!
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