Podstawowe pojecia zwigzane z grafami
prostymi Czytelnik znajdzie — jesli jest
taka potrzeba — w kaciku nr 68 (A§4).
Graf zorientowany to taki, w ktorych
kazda krawedz ma nadany zwrot od
jednego wierzchotka do drugiego.
Krawedz uv grafu zorientowanego mozna
rozumieé jako pare uporzadkowang (u,v);
tu nadany jest zwrot od u do v. Stosuje
si¢ réwniez notacje u — v. Krawedzie uv
i vu nie moga wystapi¢ jednoczesnie.
Turniej to graf pelny zorientowany.
Sciezkq zorientowanq nazywamy ciag
wierzchotkéw vy — v — ... — v,

a jesli przechodzi ona przez wszystkie
wierzcholki, to nazywamy ja
(zorientowana) $ciezkq Hamiltona.
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Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Bartlomiej BZDEGA

Rozwazmy liczby rzeczywiste a1, as,...,a, (n > 1) o éredniej arytmetycznej A.
Wéwcezas:

(1) dla pewnego i zachodzi nieréwno$¢ a; > A, jak réwniez dla pewnego j
zachodzi nieréwnos¢ a; < A;

(2) jesli wszystkie liczby aq,aq, ..
pewnego ¢ mamy a; = 0.

., ay sg catkowite nieujemne oraz A < 1, to dla

Dowdd mozna przeprowadzi¢ ,,w pamieci”, wiec go pomine. Ponizsze przyklady
pokazuja te wlasnosci w akcji.

Przyklad 1 (twierdzenie Szelego). Niech n bedzie liczba catkowita dodatnia.
Istnieje turniej o n wierzchotkach, w ktérym jest co najmniej 2,?—,'1 $ciezek
Hamiltona.

Rozwigzanie. Rozwazmy wszystkie turnieje o wierzchotkach vy, vs, ..., vy,.

Jest ich 2(3), gdyz dla kazdego dwuelementowego zbioru wierzchotkéw

musimy zdecydowadé, czy krawedz miedzy nimi bedzie skierowana do
wierzchotka o wiekszym indeksie, czy przeciwnie. Sciezka Hamiltona o kolejnych
wierzchotkach vy — vy — ... — v,, wystepuje w 9(5)-(n-1) grafach, gdyz

n — 1 krawedzi ma ustalony, zgodny ze $ciezka zwrot, a pozostale krawedzie
moga mie¢ zwrot dowolny. Mozemy to zrobi¢ dla kazdej permutacji zbioru
wierzchotkéw, wiec tacznie we wszystkich mozliwych turniejach jest dokladnie

nt - 2(2)=("=1 geiesek Hamiltona. Srednia ich liczba jest réwna
nt - 2(3)=(=1) n!
2(’21) T 9n-1’
wiec na mocy wlasnosci (1) poszukiwany turniej istnieje.

Przyklad 2 (liczby Ramseya). Dla m > 2 przez R(m) oznaczamy najmniejsza
liczbe naturalng n, dla ktérej w kazdym kolorowaniu krawedzi grafu pelnego

o n wierzchotkach dwoma kolorami otrzymamy jednobarwny graf pelny

o m wierzcholkach. Udowodnié, ze R(m) > ¥/m!-22m~1,

Rozwigzanie. Niech n = R(m). Rozwazmy wszystkie mozliwe kolorowania

krawedzi grafu K,, (pelnego o n wierzchotkach). Jest ich 2(5). Ustalmy pewien
podgraf K,, tego grafu. Wszystkich kolorowan, w ktérych ten podgraf ma
krawedzie w tym samym kolorze, jest 2 - 2(3)7(7;), gdyz (72”) krawedzi musi
by¢ tego samego koloru (jednego lub drugiego), a pozostale maja kolor
dowolny. Wobec tego srednia liczba jednobarwnych podgraféw pelnych
na m wierzchotkach jest réwna

(m)

() -2-2()-(%) B )
2(3) 9(3)-1 ~ o(5)-1
7 drugiej strony ta $rednia jest réwna co najmniej 1, gdyz w przeciwnym razie
warunek (2) nie bylby spelniony. Otrzymujemy stad
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1. Pewien graf ma t trojkatéw. Wykazaé, ze mozna pomalowaé jego krawedzie
dwoma kolorami w taki sposéb, by liczba jednobarwnych trojkatéow nie
przekraczata it.

2. Wykazac, ze graf o k > 0 krawedziach ma podgraf dwudzielny o co najmniej
%k krawedziach.

3. (Liczby van der Waerdena) Niech W (m) oznacza najmniejsza taka liczbe n,
ze przy kazdym kolorowaniu zbioru 1,2, ..., n dwoma kolorami bedziemy
mogli z niego wybraé¢ m-wyrazowy, jednobarwny ciag arytmetyczny.
Udowodnié¢, ze W (m) > 2™/2,

4. Dane sa wektory ¥, s, . .., Uy, kazdy o dlugosci 1. Udowodnié, ze mozna tak
dobraé €1, ¢€9,...,, € {—1,1}, aby zachodzila nieréwnosé

|€1171 +€2’l72 + ...+ €n17n| < \/ﬁ
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