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Swiat jest pozytywny i kwadratowy
Jacek PYTLAK, Mariusz SKALBA*

Gdy kto$ zaczepi Was na ulicy i zapyta: Co daje minus razy minus?, to

w zaleznos$ci od nastroju odpowiecie bardzo krétko: To nic nie daje albo tez
krotko: To daje bardzo dodatni plus. Dlatego najpierw przypomnimy fragmenty
teorii ogdlnej, niezaleznej od koniunktury.

Niech p bedzie nieparzysta liczba pierwsza i niech F, = {0,...,p — 1} bedzie
zbiorem reszt z dzielenia przez p. Wowczas dla niektorych reszt r # 0 istnieja dwie
reszty x spelniajace rownanie

22 =7 (mod p),

a dla pozostalych niezerowych r nie ma w ogdle takich reszt x. W pierwszym

przypadku méwimy, ze r jest resztq kwadratowg modulo p, a w drugim, ze r jest
nieresztq kwadratowg modulo p. I tak na przyktad z ponizszej tabelki dla p = 11
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wynika, ze 1,3,4,5,9 to reszty kwadratowe modulo 11, a 2,6,7,8,10 to niereszty
kwadratowe modulo 11. To, ze wiersz x2 powyzszej tabelki jest srodkowo
symetryczny, ma charakter ogélny, gdyz zawsze (p — z)? = 2% (mod p). Zatem
reszty z dzielenia przez p liczb
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to reszty kwadratowe modulo p, a pozostate liczby z ciagu 1,2,3,...,p — 1 to
niereszty.

Jak stwierdzi¢, czy dana reszta a z dzielenia przez p jest reszta, czy tez niereszta
kwadratowa, nie przeszukujac ciagu ? Moéwi o tym znane kryterium Eulera:

a jest reszta kwadratowg modulo p < a®?~1/2 =1 (mod p).

Od tej chwili bedziemy zakladac, ze liczba pierwsza p jest postaci p = 4k + 3.
Mozna tatwo udowodnié, ze takich liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.
Trudny jest natomiast dow6d asymptotyki dla funkcji m4 3(x), ktéra (z definicji)
podaje liczbe liczb pierwszych p mniejszych réwnych x, spetniajacych
kongruencje p = 3 (mod 4):
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Przypomnijmy, ze analogiczna réwnosé zachodzi dla samej funkcji 7 (z),
zliczajacej liczbe wszystkich liczb pierwszych nie wigkszych od z, przy czym
w granicy po prawej stronie dostajemy 1. Statystycznie wiec co druga liczba
pierwsza jest interesujacej nas postaci. Zauwazmy, ze na mocy kryterium Eulera
dla p = 4k + 3 reszta p — 1 jest niereszta kwadratowa, gdyz

(p—1)P V2= (1)1 = _12£1 (mod p).
Ogdlniej: z dwoch reszt a oraz p — a jedna jest resztq, natomiast druga nieresztg
kwadratowgq.

Przedstawione obserwacje pozwalaja nam okresli¢ pierwiastek arytmetyczny
z dowolnej reszty kwadratowej a. Niech mianowicie

b=aPtV/*  (mod p).

Mamy teraz

b =a®t/2 = =124 =4 (mod p),
czyli rzeczywiscie powyzej okreslone b jest jednym z pierwiastkow kwadratowych
z elementu a. A my dodatkowo uwazamy, ze b jest tym lepszym pierwiastkiem
i chcemy go nazywaé pierwiastkiem arytmetycznym! Przypomnijmy, Ze
w zakresie liczb rzeczywistych pierwiastkiem kwadratowym arytmetycznym
z dodatniej liczby a nazywamy taka (jedyna) dodatnia liczbe b, ze b? = a.
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Prawo wzajemnosci reszt kwadratowych
orzeka, ze jesli p i q sg liczbami
pierwszymi i choé jedna z nich daje
reszte 1 z dzielenia przez 4, to p jest
reszta kwadratowa modulo ¢ wtedy

i tylko wtedy, gdy q jest reszta
kwadratowa modulo p. Jesli obie liczby
dajg reszte 3 z dzielenia przez 4, to p jest
reszta kwadratowa modulo ¢ wtedy

i tylko wtedy, gdy g nie jest reszta
kwadratowa modulo p.

W zbiorze liczb rzeczywistych a € R jest dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy

a = b? dla pewnego b € R. Od tej chwili niech ,,bycie kwadratem” bedzie
namiastka ,,dodatniosci”. U nas b jako potega reszty kwadratowej a jest tez
resztg kwadratowa! Uzasadnia to traktowanie b jako pierwiastka arytmetycznego
Z a.

Niestety przedstawiona analogia jest utomna, gdyz w doskonalym (czyli
rzeczywistym) $wiecie suma elementéw dodatnich jest dodatnia, a w $wiecie
reszt nie musi tak by¢. Dla przykiadu

3=5% (mod 11) oraz 5 =42 (mod 11), ale 8 % b* (mod 11) dla b € Fy;.

Takie ciala jak R czy tez Q wyrdzniaja sie tym, ze mozna w nich wprowadzi¢
relacje porzadku, ktora jest zgodna z oboma dzialaniami, tzn. zaréwno iloczyn,
jak i suma elementow dodatnich jest dodatnia. Natomiast ciato liczb zespolonych
oraz ciala skonczone nie sa tak porzadnie uporzadkowane. Tak wiec nasz Swiat
rzeczywisty, chociaz tak niedoskonaly, nie jest najgorszym z mozliwych do
pomyslenia Swiatow.

Jest tez w uzyciu matematycznym bardziej naturalne i praktyczne pojecie
,dodatnioéci” w zbiorze reszt niz powyzsze ,bycie reszta kwadratowa”. Jesli
mianowicie p jest dowolna liczba pierwsza nieparzysta, to zbiér liczb calkowitych
w przedziale (—p/2,p/2) jest zbiorem reprezentantéw ciala I, reszt z dzielenia
przez p. Od teraz klase reszt mod p bedziemy nazywaé dodatnig, gdy ma
swojego przedstawiciela w przedziale (0,p/2), a ujemng, gdy ma przedstawiciela

w (7p/23 O)

Waznym zastosowaniem tej dychotomii jest lemat Gaussa: najwygodniejszy
portal do Prawa Wzajemnosci dla Reszt Kwadratowych (PWdRK) — Gauss
uzyl go w swoim pigtym dowodzie PWdRK. Pozwolimy tu sobie na dygresje
historyczna: przed Gaussem nikt nie potrafit udowodni¢ PWdARK. Z czworki
gigantéw arytmetyki wyzszej wymienionych przez Gaussa w przedmowie do
Disquisitiones Arithmeticae: Fermata, Eulera, Lagrange’a i Legendre’a, tylko
ten ostatni byl bliski poprawnego dowodu. Sam Gauss podal sze$¢ dowodéw; po
Gaussie opublikowano ponad 250 dowodéw! Ta ogromna liczba réznych dowoddéw
stynnego twierdzenia $§wiadczy posrednio o jego wielorakich powiazaniach

z reszta matematyki.

To wszystko jest bardzo piekne, ale my teraz nie o tym... Przy powyzszej
definicji ,dodatnio$ci” nie jest prawda, ze nasza metoda pierwiastkowania

w Iy dla p =3 (mod 4) zawsze daje pierwiastek ,dodatni” (tzn. reszte

z przedziatu (0,p/2)), ale okazuje sig, ze jednak troche czeéciej niz ,,ujemny”:

w przedziale (0,p/2) jest mianowicie wiecej reszt niz niereszt! Nie ma prostego
uzasadnienia tej prawidlowosci, warto jednak wspomnieé, z jakiego ogdlniejszego
i waznego twierdzenia to wynika. Dla p = 3 teza jest oczywista. Zalézmy

w dalszym ciggu, ze p > 7. Niech R oznacza liczbe reszt kwadratowych

modulo p w przedziale (0,p/2), a N liczbe niereszt w tym przedziale. Ponadto
przez h oznaczmy

Zapewne nawet wérdd Czytelnikow Delty jest wielu takich, dla ktérych powyzsza
definicja jest niezrozumiala. Nie szkodzi — dla nas istotne jest tylko to, ze
liczba h jako rzad (czyli liczba elementéw) grupy jest dodatnia. Okazuje sie
bowiem, ze liczba R — N wynosi h albo 3h w zaleznosci od tego, czy ¢ = 7
(mod 8), czy tez ¢ = 3 (mod 8), a stad oczywiscie R > N Pierwsze dowody
wspomnianej réwnosci dotyczacej R — N podal Dirichlet w polowie XIX wieku,
tworzac w ten sposéb zreby analitycznej teorii liczb. Natomiast pierwszy
catkowicie elementarny (to nie znaczy, ze prosty!) dowdéd podal matematyk
amator H.L.S. Orde w 1978 roku w artykule |On Dirichlet’s class number
formula (Journal of London Mathematical Society 18). Ten dow6éd mozna
znalez¢ w 5. rozdziale ksiazki profesora Wladystawa Narkiewicza Classical
Problems in Number Theory (PWN, Warszawa 1986).
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