Tekst napisany na podstawie prezentacji
wygloszonej w ramach Maratonu

Wyktadowego| Delty w grudniu 2023 roku.

W pewnym sensie interesujace jest
dopiero to ,,i tak dalej”.

Cwiczenie. Za pomocg diagramu po
prawej uzasadnij, ze
T(2n) =4T(n) —n =3T(n) + T'(n — 1).

Mota delld

Tréjkaty, kwadraty, szeSciany

Przedstawimy w tym artykule prosty dowdd znanej od starozytnosci tozsamosci
arytmetycznej, ktéra — niezupelnie poprawnie, o czym dalej — nazywaé¢ bedziemy
twierdzeniem Nikomacha. Dla naturalnych n > 1 mamy

(N) P42 4383+ +n3=1+2+34+...+n)%

W rzeczywistoéci Nikomachos z Gerazy (I-1I w. n.e.) sformulowal w swoim
Wprowadzeniu do arytmetyki nieco inna obserwacje, mianowicie ze:

e najmniejsza naturalna liczba nieparzysta jest rowna szescianowi liczby 1;

 suma kolejnych dwdch liczb nieparzystych (3 + 5) jest réwna sze$cianowi
kolejnej liczby naturalnej (23);

o suma kolejnych trzech (7 +9 + 11) — szeécianowi kolejnej (3%);

o i tak dalej.

Nie jest to moze calkowicie oczywiste, ale wzdr (N)) jest istotnie wnioskiem z tej
obserwacji. Wspaniatym ¢wiczeniem dla Czytelnika bedzie znalezienie odniesien
miedzy taka wladnie Sciezka rozumowania a dowodem przedstawionym ponize;j.

Jest oczywiste, ze tego typu réwnos¢ mozna wykazaé za pomoca metody
indukcji, z wykorzystaniem odrobiny niezbyt trudnych przeksztatcen. To takze
pozostawimy jako ¢wiczenie dla Czytelnika. Sami zas przedstawimy dowdd
oparty na najdoskonalszej metodzie: prezentacji serii dostatecznie sugestywnych
diagraméw. A wiec do dziela!

Tréjkaty i kwadraty

Nie darmo zwyklo sie nazywaé sume T'(n) =1+ 2+ 3+ ...+ n n-tq liczbg
trojkgtng. Sens tego okreslenia przedstawia pierwszy z naszych diagraméw.
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Patrzac od gory, kazde pietro liczy o jedno kétko wiecej od poprzedniego, zatem
taczna liczba kélek na diagramie o n pietrach jest rzeczywiscie réwna T'(n).
Odkrycie zwiazku z tréjkatem pozostawimy jako kolejne juz éwiczenie dla
Czytelnika.

A co by bylo, gdyby$my ukladali kétka w szersza piramidke, taka jak na drugim
diagramie? o
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Powiedzmy, ze tego typu diagram o n pietrach sktada sie z K(n) kélek.
Poniewaz kazde kolejne pietro zawiera o dwa kétka wiecej, liczba K (n) jest suma
n poczatkowych liczb nieparzystych, czyli wynosi K(n)=1+3+5+...+(2n—1).
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Ponownie dokonalismy kwadratury kota,
niestety znowu nie dokonujac przy tym
przelomu w matematyce.

Wyjatkowo uzywamy tutaj okreslenia
»ilo§¢” zamiast ,liczba”, zeby unikngé
stéw ,liczba liczb” — one nie tylko brzmiag
niezre¢cznie, ale tez mogg prowadzi¢ do
nieporozumien.

7 drugiej strony, grupujac kétka kolumnami, zamiast wierszami, widzimy, ze
Kn)=1+2+3+...4+n—1D4+n+n—-1)+0n—-2)+...+2+1.
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Pitagorejczycy zwali takie liczby kolistymi, bo sktadniki tej sumy niejako
zawracaja po osiagnieciu maksymalnej wartoéci n. Ta nowa postac sugeruje
jednak cos jeszcze: jesliby n poczatkowych sktadnikéw zebra¢ w jedna grupe,
a pozostate n — 1 — w druga, otrzymamy sume dwdoch kolejnych liczb tréjkatnych,
T(n) oraz T'(n —1). o
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Wyobrazmy sobie teraz, ze jeden z tych dwdéch tréjkatéow chwytamy
i przestawiamy na druga strone diagramu.

Okazalo sie, ze wszystkie kotka ustawily sie w kwadrat n x n. Liczba kétek
w naszym diagramie okazata sie wiec — paradoksalnie — liczba kwadratowa!
Skoro zas jest to zarazem liczba kolista, otrzymali$my rozwiazanie stynnego
starozytnego problemu kwadratury kota! (Tak naprawde — to oczywiscie nie).

Owocem tej pilnej obserwacji kilku diagraméw i kolorowania ich na rézne
sposoby sa dwa stwierdzenia, ktore juz niedtugo okaza sie niestychanie
przydatne.

1. Suma n poczatkowych liczb nieparzystych jest réwna n2.

2. Suma dwéch kolejnych liczb tréjkatnych, n-tej i (n — 1)-szej, jest réwna liczbie
kwadratowej n2.

Tak uzbrojeni mozemy przystapi¢ do wlasciwego dowodu wzoru .
Piramida liczb

Korzystajac z poprzednich obserwacji, bedziemy analizowaé wlasnosci pewnego
specjalnie skonstruowanego diagramu.
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Przypomina on pierwsza z przedstawionych w tym artykule ilustracji —

te, ktéra wyjasniala pojecie liczby tréjkatnej. Jednak tutaj w tworzace te
piramide ksztalty wpisane sa kolejne liczby nieparzyste. Ich ilos¢ jest przy tym
liczba tréjkatna, o numerze réwnym liczbie pigter diagramu. Poniewaz sg to
poczatkowe liczby nieparzyste, ich suma jest — zgodnie z pierwsza obserwacja
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wieniczaca pierwsza czesé artykutu — kwadratem ich iloéci, czyli wynosi T'(n)2.
Jest to prawa strona réwnosci w twierdzeniu Nikomacha, wigc niewykluczone, ze
jesteSmy na tropie.

Pokazemy teraz, ze suma liczb w n-tym wierszu tego diagramu jest réwna n3.

W tym celu skorzystamy z faktu, ze suma = srednia - ilos¢. Jasne jest, ze

n-ty wiersz sklada sie z n liczb. Co wiecej, tworza, one postep arytmetyczny

(o réznicy 2), wiec ich érednia jest po prostu $rodkowa sposréd nich. No, prawie.
Jesli danych liczb jest parzydcie wiele, to srodkowej wsrdd nich nie znajdziemy.
Szukana srednia jest wtedy srednia srodkowych dwéch. Wyglada wiec na to, ze
warto zaprosi¢ do diagramu liczby parzyste — co za szczeScie, ze zostawiliSmy

w nim tak szerokie luki!
[1][=]
[ 115 1[e]
(7 ][e][o ][x0] 11][z2]
Guicuen.  pomocy disgram po praves [13] (18] 1] [x6] [17] 18] [19] [20]
uzasadnij, ze T'(2T(n)) = 2T (n)* + T(n). @
[s1][52] 23] [34] 351 3] ] ] ] [ao] 1] 2]

Zwrbéémy uwage, ze szukana $rednia w obu opisanych powyzej przypadkach

znajduje sie na lewo od $rodka (uzupelnionego) wiersza, tj. w kolumnie

z jedynka na szczycie. Na rysunku sa to kolejne kwadraty; nie wiemy jeszcze
jednak, czy maja jaki§ powdd, by nimi by¢, czy jest to jedynie zwyktly zbieg
okolicznoéci. Dylemat ten mozemy rozstrzygnaé, kolorujac pola diagramu na

nowo.
[1][z]
[3][«][5][s]
[ ][ ][ ] o] 53] 2]
[13][14][xs] 1] [u7] 18] 9] [20]
[21] [22][23][2¢][25] [26] [27] 28] [29] [30]
[51][32] s3] [3#] [35] [36] 7] [s8] [39] o] ] [42]

Kolorem szarym zamalowano wszystkie liczby wieksze od szukanej. Wystarczy
pokazaé, ze tych nie-szarych pdl jest n?. Ale jedli zbierzemy je w dwie grupy
— jedna na lewo, druga na prawo od srodka — widzimy, ze ich ilos¢ jest réwna
sumie dwoch kolejnych liczb trojkatnych. Ale, zgodnie z druga obserwacja
z konica pierwszej czeéci, suma T'(n) + T'(n — 1) jest réwna n?.

érednia wynosi k2. Zatem, sumujac numery pol

Podsumujmy nasze dotychczasowe dokonania. pigtrami, otrzymujemy Zadang tozsamosc:

B2 4nP=01+2+3+...+n)

Warto w tym miejscu wspomnieé, ze obecny rok jest
szczegblng okazja, by mowic¢ o tym twierdzeniu. Istotnie,
na przelomie grudnia i stycznia trudno bylo nie natknaé
sie na informacje, ze

13
2 I[=]
> [GIbI
4 B3 434, +98=2025=(1+2+3+...+9)>2%
53 El Niestety malo kto wspominal przy tym, ze te dwa
przedstawienia liczby 2025 sa, w prezentowanym tutaj
6 sensie, réwnowazne; mozna witasciwie traktowac je
jako duplikat. .. a takze jako doskonaly pretekst do

opowiedzenia o picknym starozytnym twierdzeniu.
Kolejna taka okazja nie trafi sie nam przez tysiac lat!
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Pokazalidmy, ze powyzszy diagram — piramida
o n pietrach, z polami numerowanymi liczbami
nieparzystymi — zawiera liczby o sumie T'(n)?; )
tymczasem kazde k-te pietro zawiera k liczb, ktérych Pawel Rafat BIELINSKI Nauczycicl, Warszawa



