
W 80 dni dookoła. . .
Bartłomiej BZDĘGA Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

W tym numerze, bez szczególnego wstępu, zapraszam do zmagań80
z kombinatorycznymi zadaniami o okręgach i sferach.

Zadania
1. Koledzy Fredka mieszkają na okręgu. Fredek chce ich wszystkich odwiedzić

i u każdego z nich zatankować (Fredek ma nieograniczone możliwości
tankowania). Kiedy zatankowane paliwo zużyje się, Fredek nie będzie miał
możliwości kontynuowania podróży. Wszyscy koledzy mają w sumie tyle
paliwa, aby wystarczyło Fredkowi na odbycie podróży po całym okręgu.
Dowieść, że Fredek może rozpocząć podróż od kolegi w takim miejscu, że
jadąc po okręgu i tankując po drodze, odwiedzi wszystkich kolegów i wróci do
punktu wyjścia.
(Obóz naukowy Olimpiady Matematycznej, 1999)

2. Świat ma kształt sfery. Fredek, spoglądając na świat
z dowolnego punktu leżącego na zewnątrz świata,
uszczęśliwia tę część świata, którą widzi. 21 stycznia
o godzinie 10:00 Fredek spojrzał na świat po raz
pierwszy, 21 lutego o godzinie 10:00 Fredek spojrzał
na świat (być może z innego punktu) po raz drugi
i podobnie 21 dnia każdego miesiąca spoglądał na
świat o godzinie 10:00. Kiedy najwcześniej Fredek
może uszczęśliwić cały świat?
(Obóz naukowy Olimpiady Matematycznej, 2001)

3. Na okręgu o środku O pomalowano na czerwono
pewną skończoną liczbę rozłącznych łuków.
Udowodnić, że jeśli łączna długość czerwonych łuków:
(a) jest większa niż połowa długości okręgu, to dla

pewnych dwóch czerwonych punktów A i B kąt
AOB jest prosty.

(b) jest mniejsza niż połowa długości okręgu, to
takich punktów jak wyżej być nie musi.

(IX Wielkopolska Liga Matematyczna,
zmodyfikowane)

4. Rozwiązać trójwymiarową wersję punktu (b)
poprzedniego zadania: pokoloruj na czerwono
pewien obszar sfery mniejszy niż 1 − 1

2
√

2 ≈ 0,2929
jej powierzchni w taki sposób, by nie było dwóch
czerwonych punktów tworzących kąt prosty
o wierzchołku w środku sfery.

5. Na torze w kształcie okręgu biegnie n zawodników,
każdy porusza się ze stałą szybkością i wszyscy
biegną w tę samą stronę. Zawodnicy wystartowali
równocześnie z tego samego miejsca na torze.
Po pewnym czasie wszyscy równocześnie wrócili
w to miejsce i zakończyli bieg. Każdy z nich wykonał
inną liczbę okrążeń. Na torze było dokładnie
k miejsc, w których wszyscy zawodnicy pojawili
się równocześnie, wliczając w to miejsce startu.
W zależności od n wyznaczyć wszystkie możliwe
wartości k.
(Matematyczny Kalendarz Adwentowy 2023,
zmodyfikowane)

6. Po okrągłym torze o długości 1 biega n zawodników.
Wszyscy zaczynają w tym samym miejscu i poruszają
się przeciwnie do ruchu wskazówek zegara, każdy
z inną szybkością, wyrażającą się liczbą naturalną.
Nazwijmy biegacza δ-samotnym, jeśli na łukach
otwartych o długości δ w przód i wstecz od niego
nie ma żadnych innych biegaczy. Przez δn oznaczmy
największą taką liczbę, dla której, niezależnie
od szybkości biegaczy, każdy z nich w pewnym
momencie jest δn-samotny.
(a) Udowodnić, że δ2 = 1

2 i δ3 = 1
3 .

(b) Wykazać, że δn ⩾ 1
2n .

(Problem samotnego biegacza)

Wskazówkidozadań

1.Najpierwwykonajmysymulacjępodróży,rozpoczynającod
dowolnegokolegiidopuszczającujemnąilośćpaliwa.Właściwąpodróż
należyzacząćwpunkcie,wktórymFredekmiałnajmniejpaliwa
podczassymulacji.
2.Fredekjednorazowonieuszczęśliwipewnegookręguwielkiegosfery,
awięcwdwóchspojrzeniachnieuszczęśliwipewnychdwóchpunktów
antypodalnych.
3.(a)Obróćmyokrągo90stopniwokółjegośrodka.Jeśliczerwona
powierzchniajestwiększaniż1

2okręgu,topewienczerwonypunktA
orazobrazpewnegoczerwonegopunktuBpokryjąsię.KątAOBjest
prosty.
(b)Narysujmyokrągwtakisposób,byjegośrodekbyłśrodkiem
układuwspółrzędnych.Pomalujmynaczerwonodwałukiotwarte,
każdyznichdługości1

4okręgu,jedenleżącywIćwiartceukładu,
adrugiwIII.
4.Rozważyćotwarte„kołapodbiegunowe”rozpoczynającesięod
45◦szerokościgeograficznej.

Ciekawostka.Toipoprzedniezadaniesąszczególnymiprzypadkami
problemuWitsenhausena.Oznaczmyprzezαnnajmniejszątaką
liczbę,żepomalowaniewięcejniżαnpowierzchnikulin-wymiarowej

gwarantujewystąpieniekątaprostego.Wzadaniutrzecimdowodzimy,
żeα2=1

2,awtrzecim,żeα3⩾1+1
2

√
2≈0,2929.Wiadomorównież,

żeα3<0,2978.Żadnadokładnawartośćαndlan>2niejestznana.
Hipotezadwóchczapeczekmówi,żeoptymalnywybórczerwonej
powierzchnikulin-wymiarowejjestanalogicznydoopisanegowe
wskazówcedotegozadania.
5.Przyjmijmydługośćtorurówną1.Jeślii-tyzawodnikbiegnie
zszybkościąi+1

kdlai=1,2,...,n,tojestdokładniekmiejsc
spotkaniawszystkichzawodników.
6.(a)Podpowiemyjedynie,jakuzasadnićδ3⩾1

3.Wybierzmy
dowolnegobiegacza.Możnaprzyjąć(dlaczego?),żeporuszasięon
zszybkością0,stojącwpewnympunkcieAnatorze.Miejscaspotkań
pozostałychdwóchbiegaczysąwierzchołkamiwielokątaforemnego
wpisanegowokrągtoru,któregojednymzwierzchołkówjestpunktA
(uznajemy,że„dwukąt”tośrednicaokręgu).Jedenzwierzchołków
tegowielokątajestoddalonyodpunktuAoconajmniej1

3okręgu.
(b)RozwiązaniemożnaznaleźćwartykuleProblemsamotnego
kolarzaw∆12

18.

Ciekawostka.Wiadomo,żeδn=1
ndlan⩽7,awartościδndlan⩾8

niesąznane.
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https://deltami.edu.pl/2018/12/problem-samotnego-kolarza/

