Zadania

W 80 dni dookotla...
Barttomiej BZDEGA

W tym numerze, bez szczegdlnego wstepu, zapraszam do zmagan
z kombinatorycznymi zadaniami o okregach i sferach.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

1. Koledzy Fredka mieszkaja na okregu. Fredek chce ich wszystkich odwiedzié¢

i u kazdego z nich zatankowaé (Fredek ma nieograniczone mozliwosci
tankowania). Kiedy zatankowane paliwo zuzyje sie, Fredek nie bedzie mial
mozliwosci kontynuowania podrozy. Wszyscy koledzy maja w sumie tyle
paliwa, aby wystarczylo Fredkowi na odbycie podrézy po calym okregu.
Dowiesé, ze Fredek moze rozpoczaé¢ podréz od kolegi w takim miejscu, ze
jadac po okregu i tankujac po drodze, odwiedzi wszystkich kolegéw i wroéci do

punktu wyjscia.

(0Obéz navkowy Olimpiady Matematycznej, 1999)

2. Swiat ma ksztalt sfery. Fredek, spogladajac na $wiat
z dowolnego punktu lezacego na zewnatrz Swiata,
uszczesliwia te czedé $wiata, ktora widzi. 21 stycznia
o godzinie 10:00 Fredek spojrzal na $wiat po raz
pierwszy, 21 lutego o godzinie 10:00 Fredek spojrzal
na $wiat (by¢ moze z innego punktu) po raz drugi
i podobnie 21 dnia kazdego miesigca spogladal na
$wiat o godzinie 10:00. Kiedy najwczesniej Fredek
moze uszczesliwié caly sSwiat?

(Obéz naukowy Olimpiady Matematycznej, 2001)
3. Na okregu o $rodku O pomalowano na czerwono
pewna skoniczong liczbe roztacznych hukow.
Udowodnié, ze jedli taczna dtugosé czerwonych tukéw:
(a) jest wieksza niz polowa dlugosci okregu, to dla
pewnych dwdéch czerwonych punktéw A i B kat
AOB jest prosty.

(b) jest mniejsza niz polowa dlugosci okregu, to
takich punktow jak wyzej by¢ nie musi.

(IX Wielkopolska Liga Matematyczna,

zmodyfikowane)

4. Rozwiazaé tréjwymiarowa wersje punktu (b)
poprzedniego zadania: pokoloruj na czerwono
pewien obszar sfery mniejszy niz 1 — 11/2 ~ 0,2929
jej powierzchni w taki sposob, by nie byto dwdéch
czerwonych punktéw tworzacych kat prosty
o wierzchotku w $rodku sfery.

5. Na torze w ksztalcie okregu biegnie n zawodnikow,
kazdy porusza sie ze stala szybkodcia i wszyscy
biegna w te samg strone. Zawodnicy wystartowali
réwnoczes$nie z tego samego miejsca na torze.

Po pewnym czasie wszyscy réwnocze$nie wrécili

w to miejsce i zakonczyli bieg. Kazdy z nich wykonat
inna liczbe okrazen. Na torze bylo doktadnie

k miejsc, w ktorych wszyscy zawodnicy pojawili

sie rownoczesnie, wliczajac w to miejsce startu.

W zaleznosci od n wyznaczy¢ wszystkie mozliwe
wartoéci k.

(Matematyczny Kalendarz Adwentowy 2023,
zmodyfikowane)

6. Po okraglym torze o dlugoéci 1 biega n zawodnikéw.
Wszyscy zaczynaja w tym samym miejscu i poruszaja
sie przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara, kazdy
z inng szybkoscia, wyrazajaca si¢ liczba naturalna.
Nazwijmy biegacza d-samotnym, jesli na tukach
otwartych o dlugosci § w przod i wstecz od niego
nie ma zadnych innych biegaczy. Przez §,, oznaczmy
najwieksza taka liczbe, dla ktoérej, niezaleznie
od szybkosci biegaczy, kazdy z nich w pewnym
momencie jest §,-samotny.

(a) Udowodni¢, ze 6 = 1 i3 = &.
(b) Wrykazaé, ze 6, > 5.
(Problem samotnego biegacza)
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https://deltami.edu.pl/2018/12/problem-samotnego-kolarza/

