Dodamy teraz na prostej AB sztuczny punkt

w nieskonczono$ci — oznaczmy go po prostu oo — o tej
wlasnosci, ze ||B°°|‘ = 1. Jedli X jest srodkiem odcinka AB,
to odcinki AB i Xoo sa harmonicznie sprzezone. Punkt
oo nazywany jest niekiedy miejscem przeciecia prostych
réwnoleglych (taki punkt dopuszcza sie miedzy innymi
w geometrii rzutowej).

Twierdzenie 3. Na prostej z dodanym punktem

w nieskornczonodci — jezeli odcinki AB i XY sq
harmonicznie sprzezone, to dowolne trzy sposrod
punktow A, B, X, Y jednoznacznie okreslajg polozenie
czwartego.

Dowdd. Bez utraty ogdlnosci mozemy przyjacé, ze

wyznaczymy poltozenie punktu Y za pomocg pozostatych.

Dobierzmy taka oS liczbowa, zeby punkt A byl w jedynce,
a punkt B w minus jedynce. Przez x oraz y = f(x)
oznaczmy wspéirzedne punktéw X i Y. Na mocy
definicji otrzymujemy Ii;ﬂ = ‘IZE\I’ co po obustronnym
podniesieniu do kwadratu, przy zalozeniach x,y ¢
{-1,0,1} i = # y, upraszcza sie do postaci réwnowaznej
f(z) =y =1 Jest to bijekcja zbioru R\ {-1,0,1} na
ten sam zbidr, a ponadto f(0) = oo i f(c0) = 0.

Kolejne twierdzenie pokazuje typowe konfiguracje
geometryczne, w ktérych pojawiaja sie pary odcinkow
harmonicznie sprzezonych.

Twierdzenie 2. Jesli zachodzi ktorykolwiek
z ponizszych warunkow, to odcinki AB i XY sq
sprzezone harmonicznie:

(1) punkty A i B sq Srodkami podstaw trapezu, punkt X
jest przecieciem jego przekgtnych, a punktY —
prostych zawierajgcych jego ramiona;
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W calym odcinku zakladamy, ze A, B, X, Y to cztery rézne punkty.
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Rozwazmy rézne punkty, A, B, X, Y, lezace na jednej prostej. Moéwimy, ze

X
odcinki AB i XY sg sprzezone harmonicznie, jesli zachodzi rownosé I‘ I‘ H;
réwnowaznie — co dowodzi symetrii tej relacji — mamy 154l = XBl
Y J ) Y YAl = [vBl-

(2) punkty K, L, X lezq, odpowiednio, na bokach BC,
CA, AB trojkgta ABC, przy czym odcinki AK, BL,
CX przecinajg sie w jednym punkcie, proste KL
1 AB przecinajg sie w punkcie Y;

(3) punkty X iY lezq na prostej AB, przy czym
proste CX i CY sq dwusiecznymi kgtow przy
wierzcholku C' trojkgta ABC', odpowiednio,
wewnelrznego i zewnetrznego.

Dowdd

(1) Niech PQRS bedzie rzeczonym trapezem, w ktérym
punkt A jest érodkiem podstawy PQ. Tréjkaty
PQY i SRY sa jednokladne wzgledem punktu Y,
natomiast tréjkaty PQX i RSX — wzgledem
punktu X. Z tego wynika, ze punkty A, X, B, Y sa
WbpéﬂiniOW@ Ponadto skala obu jednokladnosci jest
1RS| ¢ AX] _ |AY]

[PQ[» W€ [BX| T |BY["
Jedli trapez PQRS jest rownoleglobokiem, to
Y = 00, a X jest érodkiem odcinka AB.

(2) W tréjkacie ABC' z twierdzenia Cevy dla odcinkéw

AK, BL i CX oraz z twierdzenia Menelaosa dla

prostej KL otrzymujemy, odpowiednio:

|AX| |BK| [CL| _ |AY| |BK| |CL| 1
|XB| |KC| |LA| 7 |YB| |KC| |LA]
Poréwnujac oba wyrazenia, dostaniemy % = %.

W przypadku gdy KL | AB (réwnowaznie: X jest
srodkiem odcinka AB), mamy Y = co.
(3) Na mocy twierdzenia o dwusiecznej (wewnetrznej
[AX| _ |AC| _ |AY]|
|BX| — |BC| — |BY]|"
|BC|, to X jest $rodkiem odcinka AB

i zewnetrznej) otrzymujemy
Jedli |AC| =
oraz Y = oo.

1. Zalbézmy, ze punkty A, X, B, Y leza w tej kolejnosci na jednej prostej. Niech
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O bedzie érodkiem odcinka AB. Udowodnié, ze nastepujace stwierdzenia sa

(a) odcinki AB i XY sg harmonicznie sprzezone;

(b) |AB] jest érednig harmoniczna AX i AY;

(c) |OB] jest $rednia geometryczng OX i OY.

Dany jest tréjkat ABC. Punkty X4, Xp, Xc leza na odcinkach, odpowiednio,
BC, CA, AB. Prosta XpX¢ przecina prosta BC' w punkcie Y4. Analogicznie
okreslamy punkty Yz i Yo. Wykazaé, ze jesli odcinki AX 4, BXg, CX¢ przecinaja,
sie w jednym punkcie, to punkty Ya, YB, Yo leza na jednej prostej.
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3. Okregi wi i wa, o $rodkach odpowiednio O1, O3 i promieniach r1, r2, przecinaja sie
w dwoch punktach, z ktérych jednym jest T', przy czym |%xO1T0O2| = 90°. Pewna
prosta przechodzgca przez punkt O; przecina okrag w1 w punktach A i B, a okrag
w2 — w punktach X i Y. Wykazaé, ze odcinki AB i XY sa harmonicznie sprzezone.

4. Z punktu Y lezacego poza okregiem w poprowadzono styczne do tego okregu
w punktach P i Q. Na cieciwie PQ) wybrano punkt X. Prosta XY przecina okrag w
w punktach A i B. Dowie$é, ze odcinki AB i XY sg harmonicznie sprzezone.
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