Nie wszystko istnieje, co pomysli glowa
Jarostaw GORNICKI

W 1875 roku Carl Johannes Thomae (1840-1921) [1] podal elementarny
przyklad funkcji nieciaglej w nieskorniczenie wielu punktach, ktéra jest
catkowalna w sensie Riemanna. Funkcja ta stala sie koronnym argumentem

Bernhard Riemann (1826-1866) w 1854  $wiadczacym o wyzszosci calki Riemanna (1854) nad caltka Cauchy’ego (1823).
roku przedstawil Wydziatowi
E;;OCZ;;‘;‘ZD’;‘I‘;g‘cly?:;w‘éz%te‘?giz’ Getyndze  Pypdamentalne pytania Riemanna: Jak nieciggla moze byé funkcja calkowalna?
Darstellbarkeit einer Function durch eine  — nadal czekato na odpowiedz. Dopiero po blisko pieédziesieciu latach powstata
trigonometrische Reihe” (praca zostata teoria miary i calki Lebesgue’a (1902), ogdlniejsza od calki Riemannal!
opublikowana w 1867 r., po $mierci

Riemanna). W tej pracy nakreslona . . . o L. . L. L.
zostala koncepcja catki Riemanna, ale W miedzyczasie panowato przekonanie o mozliwosci tworzenia najdziwniejszych

przyklad funkeji ilustrujacej jej istote funkcji. Na brak przyktadu funkcji cigglej w punktach wymiernych, a nieciggtej
okazal si¢ troche skomplikowany. I R p y J . 481€) R p Y K Y ., / 'Qg )
w punktach niewymiernych odpowiadano, ze to tylko kwestia czasu i wlasciwego

Oj, mysle sobie czasem od samego rana, omvshu. ktéreso teraz brakuie
W czym jest calka Lebesgue’a lepsza p Y ’ g )€

d Ri , . I —_
Glupio bedzie Riemannowi, o THEmAnIS Kiam tego typu spekulacjom zadal dziewigtnastoletni Vito Volterra (1860-1940)
Jak sig w grobie o tym dowi. w pracy [2], gdy byl studentem Scuola Normale Superiore di Pisa.
Z ,Hymnu matematykéw”

(lata 60. XX wieku) Zanim przedstawimy obserwacje Volterry, wykazang elementarnymi érodkami,

popatrzmy na funkcje Thomae.

O mierze i calce Lebesgue’a pisal Michat
Miskiewicz w Aég.

Przyklad (C.J. Thomae, 1875). Niech f: R — [0, 1] bedzie funkcja opisana

wzorem
1 dlaz =0,
flx) = % dlaz =%, gdzie p#0, ¢ >0 iulamek 2 jest nieskracalny,
0 dla liczb niewymiernych x.

Funkcja f jest ciagla dla kazdej niewymiernej wartosci x i jest nieciagta
w kazdym punkcie wymiernym x, co ponizej sprawdzimy.

Zauwazmy, ze f jest funkcja okresowa o okresie podstawowym réwnym 1.
Poniewaz dla liczby niewymiernej x liczba x + 1 tez jest niewymierna, wiec

f(@)=f(z+1)=0.Dlaz =0, f(0) = f(1) =1. Gdy « = £ i ulamek £ jest

nieskracalny, to z + 1 = p—‘;q i utamek pTJ”’ pozostaje nieskracalny. Zatem

£ = f5 = L.

1] .
2
1
3T : :
1
=T . . . .
. .
0 . . . . .
.o. . . ° . . ° . . .o.
r'd % o %o e % S *e* e ® o %o b
ry | | | | | ry
+—t t t t t t +—t
11 12 1 3 2 3 4
5 4 3 5 2 5 3 4 5

Rys. 1. Przyblizenie funkcji f w przedziale (0,1)
W punkcie = 0 funkcja f nie jest ciagla, bo f(3) = % —0#1= f(0) przy
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Literatura . . . q’ , . .
o q — 0. Niech ¢ € (0,1). Dla kazdego € > 0 istnieje skoniczona liczba takich
[1] C.J. Thomae, ,Ein Beispiel einer A . 1 X i R
Function, welche in keinem Intervalle  liczb naturalnych ¢, ze ¢ < <. To oznacza, ze w przedziale (0, 1) jest tylko

beschrankt ist, aber doch A 3 3 3 3 y4 A py 1 > iel i
Riomamn'sche Intogral besitzt”, skoniczenie wiele liczb wymiernych 0 dla ktérych f (q) g =€ Istnieje wiec

Sitzungsber, Berliner Math. taka ¢ > 0, ze w otoczeniu (xg — d, zg + J) nie ma punktéw z, dla ktérych

Gesellschaft, 1875. . . . . . ,

2] V. Volterra, ,Alctne osservazioni sulle (z) = e (by¢ moze z wyjatkiem punktu zg). Zatem dla wszystkich punktéw
funzioni punteggiate discontinue”, x takich, ze 0 < |z — z¢| < 0 mamy |f(z)| < e. Dowolnoéé wyboru € > 0 oznacza,
%fg?ale di matematiche 19 (1881), ze lim f(z) =0 dla kazdego punktu zg € (0, 1).
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Zbiér A C R jest gesty, gdy kazdy
niepusty przedzial otwarty zawiera
co najmniej jeden element zbioru A.

Vito Volterra (1860-1940), Piza 1881

Vito Volterra byt jednym z prekursoréw
analizy funkcjonalnej, stworzyl teorig
funkcji, ktérych argumentami sg funkcje

(1887). Mial znaczace osiggnigcia w teorii

réwnan catkowych. W 1931 roku

z powodu odmowy zlozenia przysiegi
lojalnoéci wobec faszystowskiego rzadu
Benito Mussoliniego zostal usunigty

z zajmowanych stanowisk.

Twierdzenie (G. Cantor). Niech {Fj}
bedzie ciggiem zstepujgcym Fi O Fiyq
niepustych przedzialéw domknietych

i ograniczonych na prostej

oo
euklidesowej R. Wtedy ﬂ Fr #0.
k=1

‘Whiosek ten mozna réwniez uzyskad,
rozwazajac zbiory Fy i G5 (pisal o tym
Jerzy Ryll w ASS) lub korzystajac

z twierdzenia Baire’a (1899).

W konsekwencji, jesli g jest liczba niewymierna, to f(zo) = 0, wiec funkcja f jest
w tym punkcie ciggla. Jedli z¢ jest liczba wymierna, to f(xzg) # 0, wiec funkcja f
w tym punkcie nie jest ciagla.

Okresowo$¢ funkcji f rozciaga te wlasnosci na cala dziedzine R. O

Mamy wiec przyklad funkcji f: R — R, w ktorej punkty ciaglosci oraz punkty
nieciaglosci tworza zbiory geste, i to dos¢ doktadnie wymieszane.

Przyjmijmy nastepujace okreslenie. Funkcje f: (a,b) — R nazywamy punktowo
niecigglq, gdy jest nieciggla w nieskoniczenie wielu punktach, pozostajac funkcja
ciagla na gestym podzbiorze dziedziny.

Oto zapowiedziany rezultat odkryty przez dziewietnastoletniego Volterre.

Twierdzenie (V. Volterra, 1881). Nie istniejg dwie funkcje punktowo nieciggle
fyg: (a,b) = R, dla ktérych zbidr punktow cigglodci jednej jest zbiorem punktéw
niecigglosci drugiej, i vice versa.

Dla ustalonej funkcji f niech Cy = {z € (a,b) : f jest funkcja ciagla w z},
Dy = {z € (a,b) : f nie jest funkcja ciagla w x}. Sa to takie zbiory niepuste,
ze C;UDy = (a,b)iCrNDy=0.

Zalézmy, ze f i g sa takimi funkcjami punktowo nieciagtymi, ze Cy = D,
i Dy =Cy. Skoro f jest funkcja punktowo nieciggly, to istnieje punkt zo,
w ktorym f jest ciagla. Wtedy z definicji ciaglosci funkcji w punkcie dla
€= % istnieje taka § > 0, ze przedzial otwarty (zo — d,29 + 0) C (a,b) i jesli
0 < |z —=zo| <4, to|f(x) — f(z0)|] < 5. W przedziale (zg — 6,z + §) wybieramy
przedzial domkniety [a1,b1], a1 < by. Wéwezas, korzystajac z nieréwnodci tréjkata,
dla dowolnych x,y € [aj, b;] mamy

@)~ F)] < |f(@) — F@o) +|fo) ~ F) < 545 =1 (1)
Poniewaz g tez jest funkcja punktowo nieciagla, wiec w przedziale otwartym
(a1, b1) istnieje punkt x1, w ktérym g jest ciagla. Stosujac podana wyzej
argumentacje do funkcji g, znajdujemy taki przedzial domkniety [a}, ] C (a1,b1),
ze dla dowolnych z,y € [a}, b]] mamy |g(z) — g(y)| < 1. Lacznie z warunkiem (1),
dla dowolnych z,y € [a}, b}] otrzymujemy

[f(@) = fly)l <1 i [g(z) —g(y)] < L.

Powtarzajac to rozumowanie dla kolejnych wartosci € réwnych, odpowiednio,

L4 , 2%, ... otrzymujemy ciag takich przedzialéw domknietych

[0, 61] D [as, by] O [az, b5] O ...,

227939

ze jesli z,y € [a},, by], to

1 . 1
If(z) = f(y)] < oh1 ! lg(z) —g(y)| < Sh1 (2)
Twierdzenie Cantora (zob. margines obok) gwarantuje istnienie

o0
punktu ¢ € () [a},, b}.].
k=1

W punkcie ¢ funkcja f jest ciagta. Istotnie, dla danego £ > 0 tak wybieramy liczbe

naturalng k, aby 2,9%1 < e. Poniewaz ¢ € [}, b} ], a przedziat [}, 0} ]

zawarty jest w przedziale otwartym (aj, b)), wiec istnieje taka 6 > 0, ze

(¢ —d,¢+0) C (a},b},) C [a},b,]. Wtedy z warunku (2) dla dowolnego z takiego,

ze 0 < |z —c| <8, mamy | f(z) — f(c)| < 5= < e. Oznacza to, ze lim f(z) = f(c),
r—c

czyli f jest funkcja ciagla w punkcie c. Identyczna argumentacja pokazuje,

ze funkcja g tez jest ciagla w punkcie ¢. Zatem ¢ € Cy N Cy = Cy N Dy = 0.

Sprzecznosé.

Przyklad Thomae w polaczeniu z wynikiem Volterry zapewnia nastepujacy
wniosek:

Whniosek. Nie istnieje funkcja f: R — R, ktora jest ciggla w kazdym punkcie
wymiernym ¢ nieciggla w kaZdym punkcie niewymiernym dziedziny.

Przynajmniej w matematyce istnieja granice osobliwosci!
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